
Cap��tulo 4Modelos de Markov o
ultos(HMM,s)Cuando se abord�o ini
ialmente el problema de la etiqueta
i�on de textos en lenguaje natural,se 
omenz�o dise~nando manualmente reglas de etiqueta
i�on que intentaban des
ribir el
omportamiento del lenguaje humano. Sin embargo, en el momento en el que apare
endisponibles grandes 
antidades de textos ele
tr�oni
os, mu
hos de ellos in
luso etiquetados, lasaproxima
iones esto
�asti
as adquieren gran importan
ia en el pro
eso de etiqueta
i�on. Sonmu
has las ventajas de los etiquetadores esto
�asti
os frente a los etiquetadores 
onstruidosmanualmente. Adem�as del he
ho de que evitan la laboriosa 
onstru

i�on manual de las reglas,tambi�en 
apturan autom�ati
amente informa
i�on �util que el hombre podr��a no apre
iar.En este 
ap��tulo estudiaremos un m�etodo esto
�asti
o 
om�unmente denominado aproxima
i�on
on modelos de Markov o
ultos o HMM,s1. A pesar de sus limita
iones, los HMM,s y susvariantes son todav��a la t�e
ni
a m�as ampliamente utilizada en el pro
eso de etiqueta
i�on dellenguaje natural, y son generalmente referen
iados 
omo una de las t�e
ni
as m�as exitosas paradi
ha tarea. Los pro
esos de Markov fueron desarrollados ini
ialmente por Andrei A. Markov,alumno de Chebyshev, y su primera utiliza
i�on tuvo un objetivo realmente ling�u��sti
o: modelizarlas se
uen
ias de letras de las palabras en la literatura rusa [Markov 1913℄. Posteriormente, losmodelos de Markov evolu
ionaron hasta 
onvertirse en una herramienta estad��sti
a de prop�ositogeneral. La suposi
i�on subya
ente de las t�e
ni
as de etiqueta
i�on basadas en HMM,s es quela tarea de la etiqueta
i�on se puede formalizar 
omo un pro
eso param�etri
o aleatorio, 
uyospar�ametros se pueden estimar de una manera pre
isa y perfe
tamente de�nida.Comenzaremos 
on un repaso de la teor��a de 
adenas de Markov, seguiremos 
on unaextensi�on de las ideas mostradas ha
ia los modelos de Markov o
ultos y 
entraremos nuestraaten
i�on en las tres 
uestiones fundamentales que surgen a la hora de utilizar un HMM:1. La evalua
i�on de la probabilidad de una se
uen
ia de observa
iones, dado un HMMespe
���
o.2. La determina
i�on de la se
uen
ia de estados m�as probable, dada una se
uen
ia deobserva
iones espe
���
a.3. La estima
i�on de los par�ametros del modelo para que �este se ajuste a las se
uen
ias deobserva
iones disponibles.Una vez que estos tres problemas fundamentales sean resueltos, veremos 
�omo se pueden apli
arinmediatamente los HMM,s al problema de la etiqueta
i�on del lenguaje natural, y estudiaremos
on detalle las m�ultiples variantes de implementa
i�on que surgen al ha
erlo.1Hidden Markov Models. 65



66 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)4.1 Pro
esos de Markov de tiempo dis
retoConsideremos un sistema que en 
ada instante de tiempo se en
uentra en un determinado estado.Di
ho estado pertene
e a un 
onjunto �nito de estados Q. De momento, para no 
ompli
ardemasiado la nota
i�on, supondremos que existe una 
orresponden
ia entre el 
onjunto de estadosQ y el 
onjunto de n�umeros enteros f1; 2; : : : ; Ng, y etiquetaremos 
ada estado 
on uno de esosn�umeros, tal y 
omo se ve en la �gura 4.1, donde N = 5. Regularmente, trans
urrido un espa
iode tiempo dis
reto, el sistema 
ambia de estado (posiblemente volviendo al mismo), de a
uerdo
on un 
onjunto de probabilidades de transi
i�on aso
iadas a 
ada uno de los estados del modelo.Los instantes de tiempo aso
iados a 
ada 
ambio de estado se denotan 
omo t = 1; 2; : : : ; T ,y el estado a
tual en el instante de tiempo t se denota 
omo qt. En general, una des
rip
i�onprobabil��sti
a 
ompleta del sistema requerir��a la espe
i�
a
i�on del estado a
tual, as�� 
omo detodos los estados pre
edentes. Sin embargo, las 
adenas de Markov presentan dos 
ara
ter��sti
asmuy importantes:1. Propiedad del horizonte limitado. Esta propiedad permite trun
ar la dependen
iaprobabil��sti
a del estado a
tual y 
onsiderar, no todos los estados pre
edentes, sino�uni
amente un sub
onjunto �nito de ellos. En general, una 
adena de Markov de orden nes la que utiliza n estados previos para prede
ir el siguiente estado. Por ejemplo, para el
aso de las 
adenas de Markov de tiempo dis
reto de primer orden tenemos que:P (qt = jjqt�1 = i; qt�2 = k; : : :) = P (qt = jjqt�1 = i): (4.1)2. Propiedad del tiempo esta
ionario. Esta propiedad nos permite 
onsiderar s�oloaquellos pro
esos en los 
uales la parte dere
ha de (4.1) es independiente del tiempo2.Esto nos lleva a una matriz A = faijg de probabilidades de transi
i�on entre estados de laforma aij = P (qt = jjqt�1 = i) = P (jji); 1 � i; j � N;independientes del tiempo, pero 
on las restri

iones esto
�asti
as est�andar:aij � 0; 8i; j;NXj=1 aij = 1; 8i:Sin embargo, es ne
esario espe
i�
ar tambi�en el ve
tor � = f�ig, que alma
ena laprobabilidad que tiene 
ada uno de los estados de ser el estado ini
ial3:�i = P (q1 = i); �i � 0; 1 � i � N;NXi=1 �i = 1:2Como ya hemos visto en el 
ap��tulo 1, este es el punto 
entral del famoso argumento de Chomsky 
ontra eluso de los modelos de Markov para el pro
esamiento de lenguaje natural.3La ne
esidad de este ve
tor podr��a evitarse espe
i�
ando que la 
adena de Markov 
omienza siempre en unestado ini
ial extra, e in
luyendo en la matriz A las probabilidades de transi
i�on de este nuevo estado: las delve
tor � para aquellas 
eldas que lo tienen 
omo estado origen, y 0 para las que lo tienen 
omo estado destino.



4.1 Pro
esos de Markov de tiempo dis
reto 67A un pro
eso esto
�asti
o que satisfa
e estas 
ara
ter��sti
as se le puede llamar un modelo deMarkov observable, porque su salida es el 
onjunto de estados por los que pasa en 
ada instantede tiempo, y 
ada uno de estos estados se 
orresponde 
on un su
eso observable.
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Figura 4.1: Una 
adena de Markov de 5estados 
on algunas transi
iones entre ellos
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Figura 4.2: Un modelo de Markov para laevolu
i�on del 
limaEjemplo 4.1 Para remar
ar las ideas, supongamos que una vez al d��a, por ejemplo al mediod��a,se observa el 
lima, y las posibles observa
iones resultan ser las siguientes: (1) pre
ipita
i�on delluvia o nieve, (2) nublado, o (3) soleado. Supongamos tambi�en que el 
lima del d��a t se
ara
teriza por uno solo de esos tres estados, que la matriz A de las probabilidades de transi
i�onentre estados es A = faijg = 24 0; 4 0; 3 0; 30; 2 0; 6 0; 20; 1 0; 1 0; 8 35y que los tres estados tienen la misma probabilidad de ser el estado ini
ial, es de
ir, �i = 13 ,1 � i � 3. Tal y 
omo se ve en la �gura 4.2, no hemos he
ho m�as que espe
i�
ar un modelo deMarkov para des
ribir la evolu
i�on del 
lima. 2La probabilidad de observar una determinada se
uen
ia de estados, es de
ir, la probabilidadde que una se
uen
ia �nita de T variables aleatorias 
on dependen
ia de primer orden,q1; q2; : : : ; qT , tome unos determinados valores, o1; o2; : : : ; oT , 
on todos los oi 2 f1; 2; : : : ; Ng, essen
illa de obtener. Simplemente 
al
ulamos el produ
to de las probabilidades que �guran enlas aristas del grafo o en la matriz de transi
iones:P (o1; o2; : : : ; oT ) == P (q1 = o1)P (q2 = o2jq1 = o1)P (q3 = o3jq2 = o2) : : : P (qT = oT jqT�1 = oT�1) == �o1 T�1Yt=1 aotot+1 :



68 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)Ejemplo 4.2 Utilizando el modelo de Markov para la evolu
i�on del 
lima, podemos 
al
ular laprobabilidad de observar la se
uen
ia de estados 2, 3, 2, 1, 
omo sigue:P (2; 3; 2; 1) = P (2)P (3j2)P (2j3)P (1j2) = �2�a23�a32�a21 = 13�0; 2�0; 1�0; 2 = 0; 00133333:�Esta es, por tanto, la probabilidad que 
orresponde a la se
uen
ia nublado-soleado-nublado-lluvia. 24.2 Extensi�on a modelos de Markov o
ultosEn la se

i�on anterior hemos 
onsiderado modelos de Markov en los 
uales 
ada estado se
orresponde de manera determinista 
on un �uni
o su
eso observable. Es de
ir, la salida en unestado dado no es aleatoria, sino que es siempre la misma. Esta modeliza
i�on puede resultardemasiado restri
tiva a la hora de ser apli
ada a problemas reales. En esta se

i�on extendemos el
on
epto de modelos de Markov de tal manera que es posible in
luir aquellos 
asos en los 
uales laobserva
i�on es una fun
i�on probabil��sti
a del estado. El modelo resultante, denominado modelode Markov o
ulto, es un modelo doblemente esto
�asti
o, ya que uno de los pro
esos no se puedeobservar dire
tamente (est�a o
ulto), sino que se puede observar s�olo a trav�es de otro 
onjuntode pro
esos esto
�asti
os, los 
uales produ
en la se
uen
ia de observa
iones.Ejemplo 4.3 Para ilustrar los 
on
eptos b�asi
os de un modelo de Markov o
ulto 
onsideremosel sistema de urnas y bolas de la �gura 4.3. El modelo 
onsta de un gran n�umero N de urnas
olo
adas dentro de una habita
i�on. Cada urna 
ontiene en su interior un n�umero tambi�engrande de bolas. Cada bola tiene un �uni
o 
olor, y el n�umero de 
olores distintos para ellas esM . El pro
eso f��si
o para obtener las observa
iones es 
omo sigue. Una persona se en
uentradentro de la habita
i�on y, siguiendo un pro
edimiento totalmente aleatorio, elige una urna ini
ial,sa
a una bola, nos grita en alto su 
olor y devuelve la bola a la urna. Posteriormente elige otraurna de a
uerdo 
on un pro
eso de sele

i�on aleatorio aso
iado a la urna a
tual, y efe
t�ua laextra

i�on de una nueva bola. Este paso se repite un determinado n�umero de ve
es, de maneraque todo el pro
eso genera una se
uen
ia �nita de 
olores, la 
ual 
onstituye la salida observabledel modelo, quedando o
ulta para nosotros la se
uen
ia de urnas que se ha seguido.
Urna 1 Urna 2 Urna 3 Urna NP (
olor 1) = b11 P (
olor 1) = b21 P (
olor 1) = b31 . . . P (
olor 1) = bN1P (
olor 2) = b12 P (
olor 2) = b22 P (
olor 2) = b32 . . . P (
olor 2) = bN2P (
olor 3) = b13 P (
olor 3) = b23 P (
olor 3) = b33 . . . P (
olor 3) = bN3... ... ... ...P (
olor M) = b1M P (
olor M) = b2M P (
olor M) = b3M . . . P (
olor M) = bNMFigura 4.3: Un modelo de Markov o
ulto de N urnas de bolas y M 
oloresEste pro
eso se modeliza de forma que 
ada urna se 
orresponde 
on un estado del HMM, laele

i�on de las urnas se realiza de a
uerdo 
on la matriz de probabilidades de transi
i�on entreestados aso
iada al modelo, y para 
ada uno de esos estados existe una fun
i�on de probabilidadde los 
olores perfe
tamente de�nida. Es importante se~nalar tambi�en que lo que ha
e que unaurna sea distinta de otra es la 
antidad de bolas de 
ada 
olor que tiene en su interior, pero los



4.3 Elementos de un modelo de Markov o
ulto 69
olores de las bolas son los mismos para todas las urnas. Por tanto, una observa
i�on aislada deun determinado 
olor de bola no nos di
e autom�ati
amente de qu�e urna viene esa bola. 2El ejemplo de las urnas y las bolas puede identi�
arse de una manera muy intuituva 
onel problema de la etiqueta
i�on de las palabras de un texto en lenguaje natural. En este 
aso
on
reto, las bolas representan a las palabras, las urnas representan a las distintas etiquetaso 
ategor��as gramati
ales a las que pertene
en las palabras, y las se
uen
ias de observa
ionesrepresentan a las frases del texto. Una misma palabra puede estar en urnas distintas, de ah��la ambig�uedad l�exi
a, y puede estar tambi�en varias ve
es en la misma urna, de ah�� que lasprobabilidades de las palabras que est�an dentro de una misma urna puedan ser distintas.4.3 Elementos de un modelo de Markov o
ultoLos ejemplos vistos anteriormente nos propor
ionan una idea de lo que son los modelos de Markovo
ultos y de 
�omo se pueden apli
ar a es
enarios pr�a
ti
os reales, tales 
omo la etiqueta
i�on delas palabras de un texto en lenguaje natural. Pero antes de tratar nuestro 
aso parti
ular, vamosa de�nir formalmente 
u�ales son los elementos de un modelo de Markov o
ulto.De�ni
i�on 4.1 Un HMM se 
ara
teriza por la 5-tupla (Q;V; �;A;B), donde:1. Q es el 
onjunto de estados del modelo. Aunque los estados permane
en o
ultos, para lamayor��a de las apli
a
iones pr�a
ti
as se 
ono
en a priori. Por ejemplo, para el 
aso de laetiqueta
i�on de palabras, 
ada etiqueta del juego de etiquetas utilizado ser��a un estado.Generalmente los estados est�an 
one
tados de tal manera que 
ualquiera de ellos se puedeal
anzar desde 
ualquier otro en un solo paso, aunque existen mu
has otras posibilidadesde inter
onexi�on. Los estados se etiquetan 
omo f1; 2; : : : ; Ng, y el estado a
tual en elinstante de tiempo t se denota 
omo qt. El uso de instantes de tiempo es apropiado, porejemplo, en la apli
a
i�on de los HMM,s al pro
esamiento de voz. No obstante, para el
aso de la etiqueta
i�on de palabras, no hablaremos de los instantes de tiempo, sino de lasposi
iones de 
ada palabra dentro de la frase.2. V es el 
onjunto de los distintos su
esos que se pueden observar en 
ada uno de los estados.Por tanto, 
ada uno de los s��mbolos individuales que un estado puede emitir se denota
omo fv1; v2; : : : ; vMg. En el 
aso del modelo de las urnas y las bolas, M es el n�umero de
olores distintos y 
ada vk; 1 � k �M , es un 
olor distinto. En el 
aso de la etiqueta
i�onde palabras,M es el tama~no del di

ionario y 
ada vk; 1 � k �M , es una palabra distinta.3. � = f�ig, es la distribu
i�on de probabilidad del estado ini
ial. Por tanto,�i = P (q1 = i); �i � 0; 1 � i � N;NXi=1 �i = 1:4. A = faijg es la distribu
i�on de probabilidad de las transi
iones entre estados, es de
ir,aij = P (qt = jjqt�1 = i) = P (jji); 1 � i; j � N; 1 � t � T;NXj=1 aij = 1; 8i:Para el 
aso de un modelo 
on estados totalmente 
onexos en un solo paso, tenemos queaij > 0 para todo i; j. Para otro tipo de HMM,s podr��a existir alg�un aij = 0.



70 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)5. B = fbj(vk)g es la distribu
i�on de probabilidad de los su
esos observables, es de
ir,bj(vk) = P (ot = vkjqt = j) = P (vkjj); bj(vk) � 0; 1 � j � N; 1 � k �M; 1 � t � T:MXk=1 bj(vk) = 1; 8j:Este 
onjunto de probabilidades se 
ono
e tambi�en 
on el nombre de 
onjunto deprobabilidades de emisi�on.Tal y 
omo hemos visto, una des
rip
i�on estri
ta de un HMM ne
esita la espe
i�
a
i�on de Q y V ,el 
onjunto de estados y el 
onjunto de los s��mbolos que forman las se
uen
ias de observa
i�on,respe
tivamente, y la espe
i�
a
i�on de los tres 
onjuntos de probabilidades �, A y B. Perodado que los dos primeros 
onjuntos normalmente se 
ono
en a priori, y que en todo 
aso lostres �ultimos elementos del HMM ya in
luyen de manera expl��
ita al resto de los par�ametros,utilizaremos la nota
i�on 
ompa
ta � = (�;A;B)a lo largo de las siguientes se

iones, y �esta seguir�a siendo una representa
i�on 
ompleta de unHMM. 2Dada una espe
i�
a
i�on de un HMM, podemos simular un pro
eso esto
�asti
o que generese
uen
ias de datos, donde las leyes de produ

i�on de di
has se
uen
ias est�an perfe
tamentede�nidas en el modelo. Sin embargo, es mu
ho m�as interesante tomar una se
uen
ia de datos,suponer que efe
tivamente ha sido generada por un HMM, y estudiar distintas propiedades sobreella, tales 
omo su probabilidad, o la se
uen
ia de estados m�as probable por la que ha pasado.La siguiente se

i�on se o
upa de este tipo de 
uestiones.4.4 Las tres preguntas fundamentales al usar un HMMExisten tres preguntas fundamentales que debemos saber responder para poder utilizar losHMM,s en apli
a
iones reales. Estas tres preguntas son las siguientes:1. Dada una se
uen
ia de observa
iones O = (o1; o2; : : : ; oT ) y dado un modelo � = (�;A;B),>
�omo 
al
ulamos de una manera e�
iente P (Oj�), es de
ir, la probabilidad de di
hase
uen
ia dado el modelo?2. Dada una se
uen
ia de observa
iones O = (o1; o2; : : : ; oT ) y dado un modelo � = (�;A;B),>
�omo elegimos la se
uen
ia de estados S = (q1; q2; : : : ; qT ) �optima, es de
ir, la que mejorexpli
a la se
uen
ia de observa
iones?3. Dada una se
uen
ia de observa
ionesO = (o1; o2; : : : ; oT ), >
�omo estimamos los par�ametrosdel modelo � = (�;A;B) para maximizar P (Oj�)?, es de
ir, >
�omo podemos en
ontrar elmodelo que mejor expli
a los datos observados?Normalmente, los problemas que manejaremos en la pr�a
ti
a no son tan sen
illos 
omo el modelode las urnas y las bolas, es de
ir, lo normal es que no 
onoz
amos a priori los par�ametros delmodelo y tengamos que estimarlos a partir de los datos observados. La se
uen
ia de observa
i�onutilizada para ajustar los par�ametros del modelo se denomina se
uen
ia de entrenamiento, yaque a partir de ella se entrena el HMM. �Esta es la problem�ati
a que se aborda en la ter
erapregunta.



4.4 Las tres preguntas fundamentales al usar un HMM 71La segunda pregunta trata el problema de des
ubrir la parte o
ulta del modelo, es de
ir,trata sobre 
�omo podemos adivinar qu�e 
amino ha seguido la 
adena de Markov. Este 
aminoo
ulto se puede utilizar para 
lasi�
ar las observa
iones. En el 
aso de la etiqueta
i�on de untexto en lenguaje natural, di
ho 
amino nos ofre
e la se
uen
ia de etiquetas m�as probable paralas palabras del texto.La primera pregunta representa el problema de la evalua
i�on de una se
uen
ia deobserva
iones dado el modelo. La resolu
i�on de este problema nos propor
iona la probabilidadde que la se
uen
ia haya sido generada por ese modelo. Un ejemplo pr�a
ti
o puede ser suponerla existen
ia de varios HMM,s 
ompitiendo entre s��. La evalua
i�on de la se
uen
ia en 
ada unode ellos nos permitir�a elegir el modelo que mejor en
aja 
on los datos observados.A 
ontinua
i�on se des
riben formalmente todos los algoritmos matem�ati
os que son ne
esariospara responder a estas tres preguntas.4.4.1 C�al
ulo de la probabilidad de una observa
i�onDada una se
uen
ia de observa
iones O = (o1; o2; : : : ; oT ) y un modelo � = (�;A;B), queremos
al
ular de una manera e�
iente P (Oj�), es de
ir, la probabilidad de di
ha se
uen
ia dado elmodelo. La forma m�as dire
ta de ha
erlo es enumerando primero todas las posibles se
uen
iasde estados de longitud T , el n�umero de observa
iones. Existen NT se
uen
ias distintas.Considerando una de esas se
uen
ias, S = (q1; q2; : : : ; qT ), la probabilidad de di
ha se
uen
ia deestados es P (Sj�) = �q1 aq1q2 aq2q3 : : : aqT�1qT (4.2)y la probabilidad de observar O a trav�es de la se
uen
ia S esP (OjS; �) = TYt=1P (otjqt; �) = bq1(o1) bq2(o2) : : : bqT (oT ) (4.3)La probabilidad 
onjunta de O y S, es de
ir, la probabilidad de que O y S o
urransimult�aneamente, es simplemente el produ
to de (4.2) y (4.3), es de
ir,P (O;Sj�) = P (Sj�)P (OjS; �)Por tanto, la probabilidad de O dado el modelo se obtiene sumando esta probabilidad 
onjuntapara todas las posibles se
uen
ias S:P (Oj�) =XS P (Sj�)P (OjS; �):Sin embargo, si 
al
ulamos P (Oj�) de esta forma, ne
esitamos realizar exa
tamente (2T �1)NTmultipli
a
iones y NT � 1 sumas, es de
ir, un total de 2TNT � 1 opera
iones. Estas 
ifras noson 
omputa
ionalmente admisibles ni siquiera para valores peque~nos de N y T . Por ejemplo,para N = 5 estados y T = 100 observa
iones, el n�umero de opera
iones es del orden de 1072.El se
reto para evitar esta 
omplejidad tan elevada est�a en utilizar t�e
ni
as de programa
i�ondin�ami
a, 
on el �n de re
ordar los resultados par
iales, en lugar de re
al
ularlos. A 
ontinua
i�onse presentan varios pro
edimientos que 
al
ulan P (Oj�) utilizando di
has t�e
ni
as.4.4.1.1 Pro
edimiento ha
ia adelanteConsideremos la variable �t(i) de�nida 
omo�t(i) = P (o1; o2; : : : ; ot; qt = ij�);



72 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)es de
ir, la probabilidad 
onjunta de obtener o1; o2; : : : ; ot, la se
uen
ia par
ial de observa
ioneshasta el instante de tiempo t, y de estar en el estado i en ese instante de tiempo t, dado el modelo�. Los valores de �t(i), para los distintos estados y para los distintos instantes de tiempo, sepueden obtener iterativamente, y pueden ser utilizados para 
al
ular P (Oj�) mediante los pasosdel siguiente algoritmo.Algoritmo 4.1 C�al
ulo ha
ia adelante de la probabilidad de una se
uen
ia de observa
iones:1. Ini
ializa
i�on: �1(i) = �i bi(o1); 1 � i � N:2. Re
urren
ia:�t+1(j) = " NXi=1 �t(i) aij# bj(ot+1); t = 1; 2; : : : ; T � 1; 1 � j � N: (4.4)3. Termina
i�on: P (Oj�) = NXi=1 �T (i):El paso 1 ini
ializa las N probabilidades �1(i) 
omo la probabilidad 
onjunta de que i sea elestado ini
ial y genere la primera observa
i�on o1. El paso de re
urren
ia, que es el punto 
entralde este algoritmo, se ilustra en la �gura 4.4 (a). Esta �gura muestra 
�omo el estado j se puedeal
anzar en el instante de tiempo t+ 1 desde los N posibles estados i del instante de tiempo t.Para 
ada uno de esos estados, dado que �t(i) es la probabilidad 
onjunta de haber observadoo1; o2; : : : ; ot, y de estar en el estado i en el instante t, �t(i) aij ser�a la probabilidad 
onjuntade haber observado o1; o2; : : : ; ot, y de haber al
anzado el estado j en el instante t + 1 desdeel estado i del instante t. Sumando todos estos produ
tos sobre los N posibles estados i delinstante t, y multipli
ando esa suma por bj(ot+1), la probabilidad de que el estado j emita els��mbolo ot+1, obtenemos �t+1(j), es de
ir, la probabilidad 
onjunta de obtener o1; o2; : : : ; ot+1,la se
uen
ia par
ial de observa
iones hasta el instante de tiempo t+ 1, y de estar en el estadoj en ese instante de tiempo t + 1. El 
�al
ulo de la e
ua
i�on (4.4) se realiza para los N estadosj de un mismo instante de tiempo t, y para todos los instantes de tiempo t = 1; 2; : : : ; T � 1.Finalmente, el paso 3 obtiene P (Oj�) sumando el valor de las N variables �T (i). 2Los 
�al
ulos globales involu
rados en este pro
eso requieren del orden de N2T opera
iones,tal y 
omo se muestra en el enrejado de la �gura 4.4 (b). M�as 
on
retamente, se trata deN(N + 1)(T � 1) + N multipli
a
iones y N(N � 1)(T � 1) + N � 1 sumas, es de
ir, un totalde 2(T � 1)N2 + 2N � 1 opera
iones. Para N = 5 estados y T = 100 observa
iones, el n�umerototal de opera
iones es aproximadamente 5:000, que 
omparado 
on 1072 supone un ahorro de69 �ordenes de magnitud.4.4.1.2 Pro
edimiento ha
ia atr�asDe manera similar, podemos 
onsiderar la variable �t(i) de�nida 
omo�t(i) = P (ot+1; ot+2; : : : ; oT jqt = i; �);es de
ir, la probabilidad de la se
uen
ia de observa
i�on par
ial desde el instante de tiempo t+1hasta el �nal, dado que el estado en el instante de tiempo t es i y dado el modelo �. Nuevamente,podemos resolver las variables �t(i) y 
al
ular el valor de P (Oj�) de manera re
urrente mediantelos pasos del siguiente algoritmo.
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Figura 4.4: (a) Detalle de la se
uen
ia de opera
iones ne
esarias para el 
�al
ulo ha
ia adelantede la variable �t+1(j) y (b) implementa
i�on gen�eri
a del 
�al
ulo ha
ia adelante de la variable�t(i) mediante un enrejado de T observa
iones y N estadosAlgoritmo 4.2 C�al
ulo ha
ia atr�as de la probabilidad de una se
uen
ia de observa
iones:1. Ini
ializa
i�on: �T (i) = 1; 1 � i � N:2. Re
urren
ia:�t(i) = NXj=1 aij �t+1(j) bj(ot+1); t = T � 1; T � 2; : : : ; 1; 1 � i � N:3. Termina
i�on: P (Oj�) = NXi=1 �1(i)�i bi(o1):El paso de ini
ializa
i�on asigna 1 a las N variables �T (i). El paso de re
urren
ia, tal y 
omose muestra en la �gura 4.5, 
al
ula el valor de �t(i) en fun
i�on de las N variables �t+1(j) delinstante siguiente, en fun
i�on de las probabilidades de transi
i�on entre estados aij , y en fun
i�onde las probabilidades de emisi�on del s��mbolo ot+1 desde los N estados j. Finalmente, el paso3 obtiene P (Oj�) sumando el valor de las N variables �1(i) multipli
ado por la probabilidadde que el estado i sea el estado ini
ial y por la probabilidad de que emita el primer s��mbolo deobserva
i�on o1. 2Una vez m�as, el 
�al
ulo de las variables �t(i); 1 � t � T; 1 � i � N , requiere del orden deN2T opera
iones y se puede resolver sobre un enrejado similar al de la �gura 4.4 (b). Por tanto,
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Figura 4.5: Detalle de la se
uen
ia de opera
iones ne
esarias para el 
�al
ulo ha
ia atr�as de �t(i)la verdadera raz�on para haber introdu
ido este pro
edimiento ha
ia atr�as es que los 
�al
ulosinvolu
rados en �el son de vital importan
ia para resolver las preguntas fundamentales 2 y 3sobre los HMM,s, es de
ir, el 
�al
ulo de la se
uen
ia de estados �optima y la estima
i�on de lospar�ametros del modelo, tal y 
omo veremos a 
ontinua
i�on.4.4.2 Ele

i�on de la se
uen
ia de estados m�as probableEl segundo problema ha sido de�nido vagamente 
omo el problema de en
ontrar la se
uen
iade estados �optima que mejor expli
a las observa
iones. Debido a esta de�ni
i�on informal delproblema, podr��an existir varias formas de abordarlo, es de
ir, se podr��an 
onsiderar diferentes
riterios para esa optima
i�on. Uno de ellos podr��a ser la ele

i�on de los estados que sonindividualmente m�as probables en 
ada instante de tiempo. Para implementar este 
riterio,podemos 
onsiderar la 
antidad 
t(i) de�nida 
omo
t(i) = P (qt = ijO;�); (4.5)es de
ir, la probabilidad de estar en el estado i en el instante t, dada la se
uen
ia de obseva
ionesO y dado el modelo �. Di
ha 
antidad se puede obtener a partir de
t(i) = P (qt = ijO;�) = P (qt = i; Oj�)P (Oj�) = P (qt = i; Oj�)NXj=1 P (qt = j;Oj�) = �t(i)�t(i)NXj=1 �t(j)�t(j) (4.6)donde �t(i) alma
ena la probabilidad de la observa
i�on par
ial o1; o2; : : : ; ot, y �t(i) alma
enala probabilidad de la observa
i�on par
ial ot+1; ot+2; : : : ; oT , dado el estado i en el instante t.
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t(i) podemos obtener q�t , el estado individualmente m�as probable en el instante t,
omo q�t = arg max1�i�N [
t(i)℄; 1 � t � T: (4.7)La e
ua
i�on (4.7) maximiza el n�umero esperado de estados 
orre
tos, eligiendo el estado m�asprobable en 
ada instante t. Sin embargo, podr��an surgir problemas 
on la se
uen
ia de estadosresultante. Por ejemplo, en un HMM 
on alguna transi
i�on entre estados de probabilidad 
ero(aij = 0 para alg�un i y alg�un j), podr��a o
urrir que esos estados i y j apare
ieran 
ontiguosen la se
uen
ia �optima, 
uando de he
ho esa se
uen
ia ni siquiera ser��a una se
uen
ia v�alida.Esto es debido a que la solu
i�on que nos propor
iona la e
ua
i�on (4.7) determina simplementeel estado m�as probable en 
ada instante, sin tener en 
uenta la probabilidad de la se
uen
ia deestados resultante.Una posible solu
i�on al problema anterior es modi�
ar el 
riterio de optimalidad para
onsiderar, por ejemplo, la se
uen
ia que maximiza el n�umero esperado de pares de estados
orre
tos (qt�1; qt), o de triplas de estados 
orre
tos (qt�2; qt�1; qt), et
. Aunque estos 
riteriospodr��an ser razonables para algunas apli
a
iones, el 
riterio m�as ampliamente utilizado 
onsisteen en
ontrar la mejor se
uen
ia 
onsiderando globalmente todos los instantes de tiempo, es de
ir,la se
uen
ia de estados S = (q1; q2; : : : ; qT ) que maximiza P (SjO;�), lo 
ual es equivalente amaximizar P (S;Oj�). Existe un pro
edimiento formal y e�
iente, basado tambi�en en t�e
ni
asde programa
i�on din�ami
a, para obtener esa se
uen
ia S. Di
ho pro
edimiento es el algoritmode Viterbi [Viterbi 1967, Forney 1973℄.4.4.2.1 Algoritmo de ViterbiPara en
ontrar la se
uen
ia de estados m�as probable, S = (q1; q2; : : : ; qT ), dada la observa
i�onO = (o1; o2; : : : ; oT ), 
onsideramos la variable Æt(i) de�nida 
omoÆt(i) = maxq1;q2;:::;qt�1 P (q1; q2; : : : ; qt�1; qt = i; o1; o2; : : : ; otj�);es de
ir, Æt(i) alma
ena la probabilidad del mejor 
amino que termina en el estado i, teniendoen 
uenta las t primeras observa
iones. Se demuestra f�a
ilmente queÆt+1(j) = � max1�i�N Æt(i) aij� bj(ot+1): (4.8)Una vez 
al
uladas las Æt(i) para todos los estados y para todos los instantes de tiempo, lase
uen
ia de estados se 
onstruye realmente ha
ia atr�as a trav�es de una traza que re
uerda elargumento que maximiz�o la e
ua
i�on (4.8) para 
ada instante t y para 
ada estado j. Esta trazase alma
ena en las 
orrespondientes variables  t(j). La des
rip
i�on 
ompleta del algoritmo es
omo sigue.Algoritmo 4.3 C�al
ulo de la se
uen
ia de estados m�as probable para una se
uen
ia deobserva
iones dada (algoritmo de Viterbi):1. Ini
ializa
i�on: Æ1(i) = �i bi(o1); 1 � i � N:2. Re
urren
ia:Æt+1(j) = � max1�i�N Æt(i) aij� bj(ot+1); t = 1; 2; : : : ; T � 1; 1 � j � N: (4.9) t+1(j) = arg max1�i�N Æt(i) aij ; t = 1; 2; : : : ; T � 1; 1 � j � N:



76 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)3. Termina
i�on: q�T = arg max1�i�N ÆT (i):4. Constru

i�on ha
ia atr�as de la se
uen
ia de estados:q�t =  t+1(q�t+1); t = T � 1; T � 2; : : : ; 1:El algoritmo de Viterbi es similar al 
�al
ulo ha
ia adelante de la probabilidad de una observa
i�onque vimos en el algoritmo 4.1. Las �uni
as diferen
ias rese~nables son que el sumatorio de lae
ua
i�on (4.4) se ha 
ambiado por la maximiza
i�on de la e
ua
i�on (4.9), y que se ha a~nadidoel paso �nal para 
onstruir ha
ia atr�as la se
uen
ia de estados. En todo 
aso, la 
omplejidaddel algoritmo es del orden de N2T opera
iones y se puede resolver tambi�en sobre un enrejadosimilar al de la �gura 4.4 (b). 2Por supuesto, durante los 
�al
ulos del algoritmo de Viterbi se podr��an obtener empates.Si esto o
urre, la ele

i�on del 
amino se realizar��a aleatoriamente. Por otra parte, existen amenudo apli
a
iones pr�a
ti
as en las 
uales se utiliza no s�olo la mejor se
uen
ia de estados, sinolas n mejores se
uen
ias. Para todos estos 
asos, se podr��a 
onsiderar una implementa
i�on delalgoritmo de Viterbi que devolviera varias se
uen
ias de estados.
1
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2 3 4 5 6 7 81 Tiempo
Estados

Observa
ionesv1 v1 v1 v1 v2 v1 v2v2

Figura 4.6: Ejemplo de eje
u
i�on del algoritmo de ViterbiEjemplo 4.4 A 
ontinua
i�on presentamos un ejemplo de eje
u
i�on del algoritmo de Viterbi.Supongamos un HMM 
on tres estados y dos s��mbolos de observa
i�on, � = (Q;V; �;A;B),donde Q = f1; 2; 3g; V = fv1; v2g; � = 24 0; 250; 500; 25 35 ;A = 24 0; 25 0; 25 0; 500 0; 25 0; 750; 50 0; 50 0 35 y B = 24 0; 50 0; 500; 25 0; 750; 75 0; 25 35 :Los 
�al
ulos para en
ontrar la se
uen
ia de estados m�as probable dada la observa
i�onO = (v1; v1; v1; v1; v2; v2; v1; v2)



4.4 Las tres preguntas fundamentales al usar un HMM 77de longitud T = 8, son los siguientes:Æ1(1) = �1 b1(v1) = (0; 25)(0; 50)Æ1(2) = �2 b2(v1) = (0; 50)(0; 25)Æ1(3) = �3 b3(v1) = (0; 25)(0; 75)Æ2(1) = max [Æ1(1) a11; Æ1(2) a21; Æ1(3) a31℄ b1(v1) = (0; 25) (0; 50)2 (0; 75)  2(1) = 3Æ2(2) = max [Æ1(1) a12; Æ1(2) a22; Æ1(3) a32℄ b2(v1) = (0; 25)2 (0; 50) (0; 75)  2(2) = 3Æ2(3) = max [Æ1(1) a13; Æ1(2) a23; Æ1(3) a33℄ b3(v1) = (0; 25) (0; 50) (0; 75)2  2(3) = 2Æ3(1) = max [Æ2(1) a11; Æ2(2) a21; Æ2(3) a31℄ b1(v1) = (0; 25) (0; 50)3 (0; 75)2  3(1) = 3Æ3(2) = max [Æ2(1) a12; Æ2(2) a22; Æ2(3) a32℄ b2(v1) = (0; 25)2 (0; 50)2 (0; 75)2  3(2) = 3Æ3(3) = max [Æ2(1) a13; Æ2(2) a23; Æ2(3) a33℄ b3(v1) = (0; 25) (0; 50)3 (0; 75)2  3(3) = 1Æ4(1) = max [Æ3(1) a11; Æ3(2) a21; Æ3(3) a31℄ b1(v1) = (0; 25) (0; 50)5 (0; 75)2  4(1) = 3Æ4(2) = max [Æ3(1) a12; Æ3(2) a22; Æ3(3) a32℄ b2(v1) = (0; 25)2 (0; 50)4 (0; 75)2  4(2) = 3Æ4(3) = max [Æ3(1) a13; Æ3(2) a23; Æ3(3) a33℄ b3(v1) = (0; 25) (0; 50)4 (0; 75)3  4(3) = 1Æ5(1) = max [Æ4(1) a11; Æ4(2) a21; Æ4(3) a31℄ b1(v2) = (0; 25) (0; 50)6 (0; 75)3  5(1) = 3Æ5(2) = max [Æ4(1) a12; Æ4(2) a22; Æ4(3) a32℄ b2(v2) = (0; 25) (0; 50)5 (0; 75)4  5(2) = 3Æ5(3) = max [Æ4(1) a13; Æ4(2) a23; Æ4(3) a33℄ b3(v2) = (0; 25)2 (0; 50)6 (0; 75)2  5(3) = 1Æ6(1) = max [Æ5(1) a11; Æ5(2) a21; Æ5(3) a31℄ b1(v2) = (0; 25)2 (0; 50)7 (0; 75)3  6(1) = 1Æ6(2) = max [Æ5(1) a12; Æ5(2) a22; Æ5(3) a32℄ b2(v2) = (0; 25)2 (0; 50)5 (0; 75)5  6(2) = 2Æ6(3) = max [Æ5(1) a13; Æ5(2) a23; Æ5(3) a33℄ b3(v2) = (0; 25)2 (0; 50)5 (0; 75)5  6(3) = 2Æ7(1) = max [Æ6(1) a11; Æ6(2) a21; Æ6(3) a31℄ b1(v1) = (0; 25)2 (0; 50)7 (0; 75)5  7(1) = 3Æ7(2) = max [Æ6(1) a12; Æ6(2) a22; Æ6(3) a32℄ b2(v1) = (0; 25)3 (0; 50)6 (0; 75)5  7(2) = 3Æ7(3) = max [Æ6(1) a13; Æ6(2) a23; Æ6(3) a33℄ b3(v1) = (0; 25)2 (0; 50)5 (0; 75)7  7(3) = 2Æ8(1) = max [Æ7(1) a11; Æ7(2) a21; Æ7(3) a31℄ b1(v2) = (0; 25)2 (0; 50)7 (0; 75)7  8(1) = 3Æ8(2) = max [Æ7(1) a12; Æ7(2) a22; Æ7(3) a32℄ b2(v2) = (0; 25)2 (0; 50)6 (0; 75)8  8(2) = 3Æ8(3) = max [Æ7(1) a13; Æ7(2) a23; Æ7(3) a33℄ b3(v2) = (0; 25)3 (0; 50)8 (0; 75)5  8(3) = 1En 
ada paso apare
en subrayados los t�erminos m�aximos. El valor de i en 
ada uno de esost�erminos es el valor que se asigna a 
ada  t(j). La probabilidad m�axima para la se
uen
ia deobserva
iones 
ompleta se al
anza en Æ8(2), lo 
ual impli
a que q�8 = 2, y al re
onstruir ha
iaatr�as la se
uen
ia de estados obtenemosS = (2; 3; 1; 3; 2; 2; 3; 2)tal y 
omo se puede observar tambi�en en el enrejado de la �gura 4.6. En di
ha �gura, se hanrepresentado todos los 
aminos posibles mediante l��neas de puntos. Posteriormente, para todoslos instantes de tiempo t, ex
epto el primero, 
ada estado j se une 
on una l��nea 
ontinua alestado del instante anterior que indique  t(j). Por ejemplo, el estado 1 del instante de tiempo4 apare
e unido 
on una l��nea 
ontinua 
on el estado 3 del instante 3, ya que  4(1) = 3. Laexpli
a
i�on intuitiva de esta l��nea es la siguiente: a�un no sabemos si el 
amino m�as probablepasar�a por el estado 1 del instante 4, pero si lo ha
e, enton
es sabemos que pasar�a tambi�enpor el estado 3 del instante 3. Esta traza se mantiene hasta el �nal para todos los estados. Ypor �ultimo, 
uando vemos que la probabilidad m�axima en el instante 8 
orreponde al estado 2,re
onstruimos el 
amino ha
ia atr�as desde ese punto para obtener la se
uen
ia de estados m�asprobable, que es la que apare
e mar
ada 
on una l��nea 
ontinua m�as gruesa. 2



78 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)Para el 
aso que nos o
upa, que es el de la etiqueta
i�on de palabras, los 
�al
ulos involu
radosen el algoritmo de Viterbi se realizan frase por frase sobre enrejados simpli�
ados 
omo el de la�gura 4.7, donde en 
ada posi
i�on no se 
onsideran todos los estados posibles, es de
ir, todasla etiquetas del juego de etiquetas utilizado, sino s�olo las etiquetas 
andidatas que proponga eldi

ionario para 
ada palabra.No obstante, 
omo se puede observar, hemos a~nadido un estado espe
ial, que denominaremosestado 0 �o etiqueta 0, para mar
ar el 
omienzo y el �n de frase. Con
eptualmente, el prop�ositoreal de este nuevo estado es garantizar que el etiquetador simula un sistema que fun
ionainde�nidamente en el tiempo, sin detenerse, tal y 
omo exige el paradigma de los modelosde Markov. En la pr�a
ti
a, una vez que nuestro etiquetador est�a fun
ionando, la justi�
a
i�on
oloquial es que si tenemos que etiquetar un 
onjunto de frases, podemos pro
esar unas 
uantas,detener el pro
eso, apagar el ordenador, en
enderlo al d��a siguiente, arran
ar de nuevo el pro
eso,etiquetar el resto de frases, y el resultado obtenido ser�a el mismo que si las frases hubieran sidoetiquetadas todas juntas en bloque.
sustantivo

adjetivo

sustantivo

verbo

adjetivo

adverbio

verbo

pronombre

numeral

sustantivo

etiqueta 0

palabraTpalabra 1 palabra 2 palabra 3

etiqueta 0

preposición

preposición

Figura 4.7: Enrejado simpli�
ado para la etiqueta
i�on de una frase de T palabrasLos experimentos realizados por Merialdo sugieren que no existe una gran diferen
iade �exito entre maximizar la probabilidad de 
ada etiqueta individualmente y maximizar laprobabilidad de la se
uen
ia 
ompleta, tal y 
omo ha
e el algoritmo de Viterbi [Merialdo 1994℄.Intuitivamente, esto es sen
illo de 
omprender. Con el algoritmo de Viterbi, las transi
ionesentre estados o etiquetas son m�as sensibles, pero si algo va mal, se pueden obtener se
uen
ias
on varias etiquetas in
orre
tas. Maximizando etiqueta por etiqueta, esto no o
urre. Un fallo nodesen
adena otros fallos, de manera que lo que se obtiene son se
uen
ias 
on errores o
asionalesdispersos. No obstante, en la pr�a
ti
a, el m�etodo preferido para los etiquetadores basados enHMM,s sigue siendo el algoritmo de Viterbi.Otra 
uesti�on que podemos 
onsiderar es si el pro
eso de etiqueta
i�on resulta ser reversibleo no, es de
ir, si etiquetando las frases de izquierda a dere
ha se obtienen los mismos resultadosque etiquetando de dere
ha a izquierda. Si revisamos la implementa
i�on de los algoritmosde 
�al
ulo ha
ia adelante y ha
ia atr�as de la probabilidad de una se
uen
ia de observa
ionesdada (algoritmos 4.1 y 4.2), veremos que ambos obtienen la misma probabilidad. As�� que, ende�nitiva, el pro
eso de etiqueta
i�on no es dependiente del sentido elegido. El algoritmo deViterbi que hemos des
rito aqu�� se basa en el algoritmo ha
ia adelante y por tanto etiqueta deizquierda a dere
ha, mientras que el etiquetador de Chur
h, por ejemplo, lo ha
e en sentido
ontrario [Chur
h 1988℄.Sin embargo, lo que s�� es importante es que hasta ahora hemos modelizado el pro
eso de la



4.4 Las tres preguntas fundamentales al usar un HMM 79etiqueta
i�on del lenguaje natural utilizando siempre HMM,s de orden 1, es de
ir, modelos en losque la dependen
ia 
ontextual de una etiqueta se estable
e solamente en rela
i�on a la etiquetaanterior. A este tipo de modelos se les denomina tambi�en modelos de bigramas de etiquetas.Si se quiere trabajar 
on un HMM de orden superior, por ejemplo de orden 2, ser��a ne
esarioextender los 
�al
ulos del algoritmo de Viterbi para 
onsiderar las transi
iones de estados desdedos posi
iones antes de la etiqueta a
tual, tal y 
omo podemos ver a 
ontinua
i�on.Algoritmo 4.4 C�al
ulo de la se
uen
ia de estados m�as probable para una se
uen
ia deobserva
iones dada (algoritmo de Viterbi para HMM,s de orden 2):1. Ini
ializa
i�on: Æ1(i) = �i bi(o1); 1 � i � N:Æ2(i; j) = Æ1(i) aij bj(o2); 1 � i; j � N: (4.10)2. Re
urren
ia:Æt+1(j; k) = � max1�i�N Æt(i; j) aijk� bk(ot+1); t = 2; 3; : : : ; T � 1; 1 � j; k � N: t+1(j; k) = arg max1�i�N Æt(i; j) aijk; t = 2; 3; : : : ; T � 1; 1 � j; k � N:3. Termina
i�on: (q�T�1; q�T ) = arg max1�j;k�N ÆT (j; k):4. Constru

i�on ha
ia atr�as de la se
uen
ia de estados:q�t =  t+2(q�t+1; q�t+2); t = T � 2; T � 3; : : : ; 1:Obs�ervese que resulta ne
esario alma
enar tanto aij = P (jji), la distribu
i�on de probabilidadde las transi
iones entre 
ada posible par de estados, utilizada en la e
ua
i�on (4.10), segundopaso de ini
ializa
i�on, 
omo aijk = P (kji; j), la distribu
i�on de probabilidad de las transi
ionesentre 
ada posible tr��o de estados, utilizada en el resto de pasos del algoritmo. 2Sin embargo, en lugar de realizar esta extensi�on, resulta mu
ho m�as sen
illo 
ambiar elespa
io de estados del modelo por la n-�esima poten
ia del 
onjunto de etiquetas, donde n es elorden del HMM. De esta manera, es posible realizar una �uni
a implementa
i�on del algoritmo deViterbi que sirva para 
ualquier orden n, 
on s�olo introdu
ir di
ho orden 
omo un par�ametro delalgoritmo. Por ejemplo, en el 
aso de los HMM,s de orden 2, el 
onjunto de estados del modelose de�ne 
omo el produ
to 
artesiano del 
onjunto de etiquetas, siendo v�alidas las transi
ionesentre un estado (ti; tl) y otro (tm; tk), donde todas las tj son etiquetas, s�olo 
uando l = m. En
ualquier 
aso, esto es lo que se 
ono
e 
omo modelo de trigramas de etiquetas, ampliamentereferen
iado y utilizado por la mayor��a de los etiquetadores esto
�asti
os.Por supuesto, 
abr��a pensar que el he
ho de aumentar el orden de un HMM podr��adesembo
ar en una mejora de la representa
i�on del 
ontexto ne
esario para la 
orre
taetiqueta
i�on de las palabras. Es de
ir, >por qu�e 
onsiderar s�olo 2 etiquetas ha
ia atr�as, enlugar de 3, �o 4, �o in
luso m�as? Esto no se lleva a 
abo en la pr�a
ti
a porque las unidadesde informa
i�on mayores que el trigrama generalmente modelizan fen�omenos ling�u��sti
os muy
omplejos y que afe
tan a muy po
os idiomas, resultando por ello su�
ientemente ade
uado eluso de los trigramas. Por otra parte, el gran problema de aumentar el orden de un HMM es que
re
e desorbitadamente el n�umero de par�ametros que es ne
esario estimar para ha
er operativoel modelo, tal y 
omo veremos m�as adelante.



80 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)4.4.2.2 Implementa
iones alternativas del algoritmo de ViterbiDado que el algoritmo de Viterbi no 
al
ula una probabilidad exa
ta, sino que 
onstruyeuna se
uen
ia de estados, podemos tomar logaritmos sobre los par�ametros del modelo eimplementarlo s�olo 
on sumas, sin ne
esidad de ninguna multipli
a
i�on. De esta manera, nos�olo se evita el problema de la r�apida p�erdida de pre
isi�on debida a las multipli
a
iones den�umeros muy peque~nos, sino que adem�as la velo
idad de eje
u
i�on aumenta ya que las sumasse realizan m�as r�apido que las multipli
a
iones. En la pr�a
ti
a, es parti
ularmente importantedisponer de una implementa
i�on muy e�
iente de este algoritmo, porque es el que realmenteetiqueta las palabras que apare
en en los textos, mientras que el pro
eso de estima
i�on de lospar�ametros del modelo, que veremos en la siguiente se

i�on, puede realizarse de manera previay separada, y por tanto su velo
idad no es tan 
r��ti
a. Los pasos del nuevo algoritmo son lossiguientes.Algoritmo 4.5 C�al
ulo de la se
uen
ia de estados m�as probable para una se
uen
ia deobserva
iones dada (algoritmo de Viterbi 
on logaritmos y sumas):0. Prepro
eso: ~�i = log (�i); 1 � i � N:~aij = log (aij); 1 � i; j � N:~bi(ot) = log [bi(ot)℄; 1 � i � N; 1 � t � T:1. Ini
ializa
i�on: ~Æ1(i) = log [Æ1(i)℄ = ~�i +~bi(o1); 1 � i � N:2. Re
urren
ia:~Æt+1(j) = log[Æt+1(j)℄ = � max1�i�N[~Æt(i) + ~aij ℄�+~bj(ot+1); t = 1; 2; : : : ; T�1; 1 � j � N: t+1(j) = arg max1�i�N[~Æt(i) + ~aij ℄; t = 1; 2; : : : ; T � 1; 1 � j � N:3. Termina
i�on: q�T = arg max1�i�N ~ÆT (i):4. Constru

i�on ha
ia atr�as de la se
uen
ia de estados:q�t =  t+1(q�t+1); t = T � 1; T � 2; : : : ; 1:Esta implementa
i�on alternativa requiere del orden de N2T sumas, m�as los 
�al
ulos ne
esariospara el paso de prepro
eso. No obstante, dado que el paso de prepro
eso normalmente serealiza una sola vez y se alma
enan los resultados, su 
oste es despre
iable en la mayor��a de lasapli
a
iones. 2Por otra parte, el tiempo de pro
esamiento del algoritmo de Viterbi tambi�en se puede redu
irintrodu
iendo una b�usqueda 
on 
orte4: 
ada estado que re
ibe un valor Æ menor que el Æ m�aximohasta ese instante dividido por un 
ierto umbral � queda ex
luido de los 
�al
ulos. Por supuesto,la in
orpora
i�on de esta b�usqueda 
on 
orte ya no garantiza que el algoritmo de Viterbi en
uentrela se
uen
ia de estados de m�axima probabilidad. Sin embargo, para prop�ositos pr�a
ti
os y 
onuna buena ele

i�on del umbral �, no existe virtualmente ninguna diferen
ia de pre
isi�on entrelos algoritmos 
on y sin 
orte. Emp��ri
amente, un valor de � = 1:000 puede aproximadamentedoblar la velo
idad de un etiquetador sin afe
tar a la pre
isi�on [Brants 2000℄.4Beam sear
h o purging.
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i�on de los par�ametros del modeloDada una se
uen
ia de observa
iones O, el ter
er problema fundamental relativo a los HMM,s
onsiste en determinar los par�ametros del modelo que mejor expli
an los datos observados.Para el 
aso que nos o
upa, que es el de la etiqueta
i�on, di
has observa
iones se 
orresponden
on las palabras de un texto en lenguaje natural. En general, existen dos posibles m�etodosde estima
i�on 
laramente diferen
iados, en fun
i�on de si el texto que observamos ha sido yapreviamente etiquetado o no.Con el �n de seguir el orden 
ronol�ogi
o en el que han ido apare
iendo las distintas t�e
ni
as,
onsideraremos primero el 
aso en el que el texto que observamos no est�a etiquetado. Eneste 
aso, es posible realizar un pro
eso de estima
i�on, que denominaremos no visible o nosupervisado, mediante el algoritmo de Baum-Wel
h. Sin embargo, veremos que un texto noetiquetado por s�� solo no es su�
iente para entrenar el modelo. Es ne
esario 
ontar tambi�en 
onla ayuda de otro re
urso ling�u��sti
o en forma de di

ionario, que permita obtener un buen puntode ini
ializa
i�on para di
ho algoritmo. Posteriormente, a medida que apare
ieron disponibles lostextos etiquetados, fue surgiendo tambi�en otro tipo de pro
eso de estima
i�on que denominaremosvisible o supervisado.4.4.3.1 Estima
i�on no supervisada: algoritmo de Baum-Wel
hCuando se dispone de una observa
i�on O, formada por un texto que no ha sido previamenteetiquetado, este ter
er problema de la estima
i�on de los par�ametros es el m�as 
omplejo, ya queno se 
ono
e ning�un m�etodo anal��ti
o de�nitivo para en
ontrar un modelo � = (�;A;B) quemaximi
e P (Oj�). Sin embargo, podemos elegir un modelo que maximi
e lo
almente di
haprobabilidad mediante un pro
edimiento iterativo tal 
omo el algoritmo de Baum-Wel
h, que esun 
aso espe
ial del algoritmo EM5 [Dempster et al. 1977℄.La idea intuitiva del algoritmo de Baum-Wel
h es la siguiente. En un primer momento, nosabemos 
�omo es el modelo, pero podemos trabajar sobre la probabilidad de la se
uen
ia deobserva
iones utilizando alg�un modelo ini
ial, quiz�as presele

ionado o simplemente elegido deforma aleatoria. A partir de ese 
�al
ulo, identi�
amos qu�e transi
iones y qu�e s��mbolos de emisi�onson los m�as probables. In
rementando la probabilidad de esas transi
iones y de esos s��mbolos,
onstruimos un modelo revisado, el 
ual obtendr�a una probabilidad mayor que el modeloanterior para la se
uen
ia de observa
iones dada. Este pro
eso de maximiza
i�on, denominadonormalmente pro
eso de entrenamiento, se repite un 
ierto n�umero de ve
es. Finalmente, elalgoritmo se detiene 
uando no 
onsigue 
onstruir un modelo que mejore la probabilidad de lase
uen
ia de observa
iones dada.Para des
ribir formalmente este pro
edimiento, de�nimos primero �t(i; j), la probabilidad deestar en el estado i en el instante t y en el estado j en el instante t+ 1, dada la observa
i�on ydado el modelo, es de
ir, �t(i; j) = P (qt = i; qt+1 = jjO;�): (4.11)Los 
aminos que satisfa
en las 
ondi
iones requeridas por la e
ua
i�on (4.11) son los que semuestran en la �gura 4.8. Por tanto, a partir de las de�ni
iones de las variables ha
ia adelantey ha
ia atr�as, podemos es
ribir �t(i; j) de la forma�t(i; j) = P (qt = i; qt+1 = j;Oj�)P (Oj�) = �t(i) aij bj(ot+1)�t+1(j)P (Oj�) = �t(i) aij bj(ot+1)�t+1(j)NXk=1 NXl=1 �t(k) akl bl(ot+1)�t+1(l) :5Expe
tation-Maximization (maximiza
i�on de la esperanza); la parte E del algoritmo de Baum-Wel
h se 
ono
etambi�en 
omo algoritmo forward-ba
kward (ha
ia adelante y ha
ia atr�as) [Baum 1972℄.
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ot+1ot aij bj(ot+1)i j
NNt� 1 t�t(i) �t+1(j)Figura 4.8: Detalle de la se
uen
ia de opera
iones ne
esarias para el 
�al
ulo de la probabilidad
onjunta de que el sistema est�e en el estado i en el instante t y en el estado j en el instante t+1Previamente, en las e
ua
iones (4.5) y (4.6), hab��amos de�nido tambi�en 
t(i) 
omo laprobabilidad de estar en el estado i en el instante t, dada la se
uen
ia de obseva
iones y dadoel modelo. Por tanto, podemos rela
ionar 
t(i) 
on �t(i; j) mediante un sumatorio que re
orretodo el espa
io de estados sobre el ��ndi
e j, dejando �jo el estado i, es de
ir,
t(i) = NXj=1 �t(i; j):Si sumamos 
t(i) a lo largo del tiempo, obtenemos un valor que se puede interpretar 
omo eln�umero esperado de ve
es que se visita el estado i, o lo que es lo mismo, el n�umero esperado detransi
iones he
has desde el estado i, si eliminamos del sumatorio el instante de tiempo t = T .De manera similar, el sumatorio de �t(i; j) sobre t, tambi�en desde t = 1 hasta t = T �1, se puedeinterpretar 
omo el n�umero esperado de transi
iones desde el estado i al estado j. Es de
ir,T�1Xt=1 
t(i) = n�umero esperado de transi
iones desde el estado i en O;T�1Xt=1 �t(i; j) = n�umero esperado de transi
iones desde el estado i al estado j en O:Utilizando estas f�ormulas, se puede dar un m�etodo general para reestimar los par�ametros de unHMM.Algoritmo 4.6 Reestima
i�on de los par�ametros de un HMM (algoritmo de Baum-Wel
h). El
onjunto de e
ua
iones para la reestima
i�on de �, A y B es el siguiente:��i = fre
uen
ia esperada de estar en el estado i en el primer instante = 
1(i);
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�aij = n�umero esperado de transi
iones desde el estado i al estado jn�umero esperado de transi
iones desde el estado i = T�1Xt=1 �t(i; j)T�1Xt=1 
t(i) ;�bj(vk) = n�umero esperado de ve
es en el estado j observando el s��mbolo vkn�umero esperado de ve
es en el estado j = TXt=1 
t(j)tal que ot = vkTXt=1 
t(j) :Si de�nimos el modelo a
tual 
omo � = (�;A;B) y lo utilizamos para 
al
ular los t�erminosque apare
en en las partes dere
has de las tres e
ua
iones anteriores, y de�nimos el modeloreestimado 
omo �� = (��; �A; �B) a partir de los valores obtenidos para las partes izquierdas dedi
has e
ua
iones, est�a demostrado por Baum que: o bien (1) el modelo ini
ial � de�ne unpunto 
r��ti
o para la fun
i�on de probabilidad, en 
uyo 
aso �� = �; o bien (2) el modelo �� es m�asprobable que el modelo � en el sentido de que P (Oj��) > P (Oj�), esto es, hemos en
ontrado unnuevo modelo �� para el 
ual la probabilidad de generar la se
uen
ia de observa
iones es mayor.As�� pues, reemplazando � por �� y repitiendo la reestima
i�on de los par�ametros un 
ierto n�umerode ve
es, podemos mejorar la probabilidad de O en 
ada itera
i�on, hasta que no se apre
ieninguna ganan
ia signi�
ativa. 2Sin embargo, este m�etodo para la reestima
i�on de los par�ametros es muy sensible a las
ondi
iones de ini
ializa
i�on del modelo. Es de
ir, el m�etodo no garantiza que en
ontremos elmejor modelo, ya que, debido a una ini
ializa
i�on in
orre
ta, el pro
eso podr��a detenerse en unm�aximo lo
al, y en la mayor��a de los problemas reales la fun
i�on de probabilidad suele ser muy
ompleja, no lineal y 
on numerosos m�aximos lo
ales. Por tanto, para en
ontrar el m�aximoglobal, una posible aproxima
i�on es intentar ini
ializar el modelo en una regi�on del espa
io depar�ametros 
er
ana a ese m�aximo global. En de�nitiva, una ini
ializa
i�on aleatoria podr��a dejarel problema de la reestima
i�on de par�ametros demasiado abierto y la manera de restringir elproblema es elegir unos par�ametros ade
uados, en lugar de �jarlos aleatoriamente.Algunos autores 
onsideran que en la pr�a
ti
a, una estima
i�on ini
ial de los par�ametros �y A 
on n�umeros aproximadamente iguales, ligeramente perturbados para evitar los m�aximoslo
ales, pero que respeten las restri

iones esto
�asti
as est�andar y que sean siempre distintos de
ero, suele ser normalmente satisfa
toria para que posteriormente el algoritmo de Baum-Wel
haprenda por s�� solo la regularidad de las etiquetas, es de
ir, todo lo relativo a los transi
ionesentre los estados del modelo. Sin embargo esto no es m�as que una 
onfusi�on que parte de la
reen
ia general de que 
uando un sistema tiene la 
apa
idad de aprender, debe aprenderlotodo por s�� mismo. Esto es efe
tivamente falso. Cuanta m�as informa
i�on se le propor
ioneini
ialmente al sistema, mejor6. Es de
ir, en nuestro 
aso, se ha demostrado que siempre sevan a obtener mejores resultados 
uando se ini
ializan los par�ametros � y A a partir de un6Por supuesto, esta idea de 
onsiderar 
omo modelo m�as pre
iso el que m�as se a
er
a a los datos disponibles,llevada al extremo, degenera en un tratamiento manual espe
���
o para 
ualquier nuevo 
orpus, lo 
ual no es enabsoluto realista. �Esta es la raz�on por la 
ual se desarrollan modelos abstra
tos y t�e
ni
as de aprendizaje: para quelos sistemas se adapten r�apidamente a los nuevos datos y sean 
apa
es de manejarlos ade
uadamente. Por tanto,se debe en
ontrar un equilibrio entre: por un lado, la des
rip
i�on del modelo (y la di�
ultad de parametrizarlo),y por otro, su posibilidad de adapta
i�on (es de
ir, su aprendizaje) 
on respe
to al volumen de datos. Desde elpunto de vista de la estad��sti
a y del aprendizaje, esto se 
ono
e 
omo el Bias-Varian
e balan
e (balan
e del sesgoy la varianza).



84 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)texto etiquetado, por peque~no que sea. Di
ho texto podr��a ser 
onstruido manualmente si nose dispone de ninguno. In
luso repetir unas 
uantas ve
es la estrategia de 
onstruir un modeloini
ial, etiquetar otra peque~na por
i�on de texto, 
orregirla manualmente, y utilizarla para estimarde nuevo los par�ametros del modelo, ofre
er��a mejores resultados que la apli
a
i�on a 
iegas delm�etodo de Baum-Wel
h. En de�nitiva, lo que queremos se~nalar es que la divisi�on entre m�etodosde estima
i�on visible y no visible no es en nuestro 
aso tan estri
ta 
omo la estamos presentandoaqu��. O si se pre�ere, podr��amos de
ir que, en sentido estri
to, la estima
i�on totalmente novisible no existe.En 
ualquier 
aso, 
uando no se dispone de textos etiquetados, o 
uando estos son muypeque~nos, resulta importante obtener un buen valor ini
ial para el par�ametro B, es de
ir, paralas probabilidades de emisi�on de las palabras, lo 
ual puede ha
erse mediante el uso de undi

ionario. Existen dos m�etodos generales para realizar esta ini
ializa
i�on: el m�etodo de Jelineky el m�etodo de Kupie
. A 
ontinua
i�on esbozamos 
ada uno de ellos:� M�etodo de Jelinek. Si de�nimos Q(vk) 
omo el n�umero de etiquetas permitidas para lapalabra vk en el di

ionario, C(vk) 
omo el n�umero de apari
iones de la palabra vk en el
orpus de entrenamiento, y b�j (vk) 
omob�j (vk) = � 0 si j no es una etiqueta permitida para la palabra vk1Q(vk) en 
aso 
ontrario;enton
es se ini
ializa bj(vk) 
on el valorbj(vk) = b�j(vk) C(vk)Xm b�j (vm) C(vm) :Es de
ir, el m�etodo de Jelinek ini
ializa las probabilidades de emisi�on del modelo medianteel uso de la regla de Bayes, estimando mediante la fre
uen
ia observada la probabilidadde apari
i�on de una palabra y suponiendo que todas las etiquetas que apare
en en eldi

ionario para una palabra dada son igualmente probables [Jelinek 1985℄.� M�etodo de Kupie
. La otra alternativa es agrupar las palabras en 
lases de ambig�uedad,de tal manera que todas aquellas palabras que tengan el mismo 
onjunto de etiquetaspermitidas en el di

ionario pertenez
an a la misma 
lase o metapalabra uL, donde L esun sub
onjunto de Q, el 
onjunto de etiquetas utilizado. Es de
ir, si L(vk) es el 
onjuntode todas las etiquetas posibles para la palabra vk, enton
esuL = fvk j L = L(vk)g; 8L � Q:Por ejemplo, la metapalabra ufS
ms;Pg 
ontendr�a todas las palabras para las 
uales eldi

ionario permite las etiquetas S
ms, es de
ir, sustantivo 
om�un mas
ulino singular,y P, es de
ir, preposi
i�on, y ninguna otra etiqueta m�as. Enton
es, a 
ada una de estasmetapalabras se le da un tratamiento similar al del m�etodo de Jelinek:b�j(uL) = � 0 si j 62 L1jLj en 
aso 
ontrario;donde jLj es el 
ardinal del 
onjunto L, ybj(uL) = b�j(uL) C(uL)XL0 b�j(uL0) C(uL0)
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tivamente C(uL0)) es el n�umero de palabras pertene
ientes a uL(respe
tivamente uL0) que apare
en en el 
orpus de entrenamiento. La implementa
i�onreal utilizada por Kupie
 es una variante de la presentada aqu��, pero se ha expuesto deesta manera para ha
er m�as transparente la similitud entre ambos m�etodos. Por ejemplo,Kupie
 no in
luye las 100 palabras m�as fre
uentes dentro de las 
lases de ambig�uedad, sinoque las trata separadamente 
omo 
lases de una sola palabra, 
on el �n de no introdu
irerrores y mejorar as�� la estima
i�on ini
ial [Kupie
 1992℄.La ventaja del m�etodo de Kupie
 sobre el de Jelinek es que no ne
esita a�nar una probabilidadde emisi�on diferente para 
ada palabra. Mediante la de�ni
i�on de estas 
lases de ambig�uedad,el n�umero total de par�ametros se redu
e substan
ialmente y �estos se pueden estimar de unamanera m�as pre
isa. Por supuesto, esta ventaja podr��a 
onvertirse en desventaja si existe lasu�
iente 
antidad de material de entrenamiento 
omo para estimar los par�ametros palabra porpalabra tal y 
omo ha
e el m�etodo de Jelinek.En el algoritmo de Baum-Wel
h tambi�en es ne
esario ha
er algo para evitar el problemade la p�erdida de pre
isi�on en punto 
otante. Sin embargo, la ne
esidad de realizar sumasdi�
ulta el uso de logaritmos. Una solu
i�on bastante 
om�un es utilizar unos 
oe�
ientesauxiliares de es
alado, 
uyos valores 
re
en 
on el tiempo de manera que si se multipli
an lasprobabilidades por esos 
oe�
ientes, �estas siempre se mantienen dentro del rango de punto
otante del ordenador. Al �nal de 
ada itera
i�on, 
uando efe
tivamente se reestiman lospar�ametros, se 
an
ela el uso de esos 
oe�
ientes [Rabiner y Juang 1993, pp. 365-368℄. Otraalternativa es utilizar igualmente logaritmos y utilizar la fun
i�on que mostramos a 
ontinua
i�onpara sumarlos.Algoritmo 4.7 Fun
i�on para la suma de logaritmos. Dados x = log(x0) e y = log(y0), la fun
i�on
al
ula log(x0 + y0):fun
tion Sumar Logaritmos (x; y) =beginif (y � x > logC) thenreturn yelseif (x� y > logC) thenreturn xelsereturn min (x; y) + log (exp (x�min (x; y)) + exp (y �min (x; y)))end;En esta por
i�on de pseudo-
�odigo, C representa una 
onstante grande, del orden de 1030. Deesta manera, lo que estamos ha
iendo es 
al
ular un fa
tor de es
alado apropiado en el momentode realizar 
ada suma, y lo �uni
o que resta es tener 
uidado 
on los errores de redondeo. 24.4.3.2 Estima
i�on supervisada: m�etodos de suaviza
i�onCuando se dispone de un texto etiquetado, la primera idea que a
ude a nuestra mente paraabordar el pro
eso de estima
i�on de los par�ametros del modelo es quiz�as la de dise~nar un sen
illome
anismo basado en el uso de fre
uen
ias relativas. Pero antes de 
omentar di
ho me
anismo,vamos a introdu
ir un 
ambio en la nota
i�on que ha
e referen
ia a la de�ni
i�on formal de losHMM,s.Hasta aqu��, la nota
i�on que hemos utilizado estaba inspirada en la ex
elente presenta
i�onque Rabiner llev�o a 
abo en rela
i�on 
on este tipo de pro
esos esto
�asti
os [Rabiner 1989℄.



86 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)Efe
tivamente, se trata de una nota
i�on gen�eri
a sobre HMM,s espe
ialmente orientada ades
ribir 
on el m�aximo detalle la implementa
i�on de determinados algoritmos, 
omo puedenser el de Viterbi o el de Baum-Wel
h. Sin embargo, una vez que hemos 
entrado la dis
usi�onsobre el tema 
on
reto de la etiqueta
i�on, algunos aspe
tos de esa nota
i�on no se identi�
an 
onnuestro problema todo lo bien que nos gustar��a. Por poner un ejemplo, los estados de un HMMhab��an sido denotados simplemente 
on los n�umeros enteros del 
onjunto f1; 2; : : : ; Ng. Estofa
ilita mu
ho la expresi�on de opera
iones tales 
omo la indexa
i�on de las 
eldas de la matriz Ade transi
iones entre estados, pero no nos permite ha
er referen
ia a las etiquetas 
on
retas quese est�an utilizando, si no es a trav�es de la 
onsidera
i�on de una fun
i�on 
orresponden
ia entreambos 
onjuntos.La nota
i�on que proponemos ahora est�a m�as a
orde 
on la que se adopta en la mayor��a delas referen
ias bibliogr�a�
as dedi
adas espe
���
amente al tema de la etiqueta
i�on.De�ni
i�on 4.2 B�asi
amente, la nueva nota
i�on des
ribe 
ada uno de los elementos de un HMM
omo sigue:1. Considerando la ini
ial de la palabra inglesa tag (etiqueta), denotaremos mediante ti lai-�esima etiqueta del 
onjunto de etiquetas utilizado, y mediante ti la etiqueta de la palabraque o
upa la posi
i�on i dentro de la frase que se est�a tratando. De esta manera, en elmodelo de bigramas, los estados se denotan tambi�en mediante ti, es de
ir, mediante elnombre de las propias etiquetas. Y si el modelo est�a basado en trigramas, los estadosser�an de la forma (ti; tj), donde 
ada uno de estos pares proviene del produ
to 
artesianodel 
onjunto de etiquetas utilizado, tal y 
omo ya hab��amos esbozado.2. Anteriormente, hab��amos denotado mediante vk 
ada uno de los s��mbolos de observa
i�on
orrespondientes a la parte visible del modelo, y hab��amos visto que, en el 
aso de laetiqueta
i�on, di
hos su
esos observables se 
orresponden 
on las palabras. Pues bien,de igual manera, 
onsiderando la ini
ial del vo
ablo ingl�es word (palabra), denotaremosahora mediante wi la i-�esima palabra del di

ionario, y mediante wi la palabra que o
upala posi
i�on i dentro de la frase.3. Hab��amos indi
ado tambi�en que trabajaremos siempre en el nivel de frase, y que
onsideraremos un estado o etiqueta espe
ial t0 para mar
ar el ini
io y el �nal de 
ada unade las frases. Por tanto, respe
to al par�ametro �, la distribu
i�on de probabilidad del estadoini
ial, tendremos que �(t0) ser�a igual a 1, y �(ti) ser�a igual a 0, para todo i = 1; 2; : : : ; N .4. Por lo que respe
ta al par�ametro A, la distribu
i�on de probabilidad de las transi
ionesentre estados, basta a
larar que, de a
uerdo 
on la nueva nota
i�on, la informa
i�on querealmente est�a alma
enada en 
ada una de las 
eldas de esta matriz es P (tjjti) en el 
asode los modelos basados en bigramas, y P (tkjti tj) en el 
aso de los modelos basados entrigramas.5. Por �ultimo, respe
to a B, las probabilidades de emisi�on de las palabras, simplementeindi
amos que la informa
i�on que antes se denotaba mediante bj(vk) se es
ribe ahora
omo P (wkjtj).Para terminar, 
ompletamos esta nota
i�on 
on algunos aspe
tos que nos permitir�an avanzar m�as
�omodamente 
on la exposi
i�on. Denotaremos mediante C(x) el n�umero de ve
es que el su
esox apare
e en el 
orpus de entrenamiento. Por ejemplo, C(ti; tj ; tk) representa el n�umero de ve
esque apare
e el trigrama ti tj tk. De igual manera, C(wkjtj) representa el n�umero de ve
es queapare
e la palabra wk etiquetada 
omo tj. Denotaremos tambi�en mediante f(x) la fre
uen
iadel su
eso x en el 
orpus de entrenamiento. Y �nalmente denotaremos mediante p̂(x) nuestraestima
i�on de la probabilidad real P (x). 2



4.4 Las tres preguntas fundamentales al usar un HMM 87Nuevo modelo probabil��sti
o. La etiqueta
i�on se des
ribe enton
es, a trav�es de esta nuevanota
i�on, 
omo el pro
eso de en
ontrar la mejor se
uen
ia de etiquetas t1;n para una frase dadade n palabras w1;n. Apli
ando la regla de Bayes, podemos es
ribir:argmaxt1;n P (t1;njw1;n) = argmaxt1;n P (w1;njt1;n)P (t1;n)P (w1;n) = argmaxt1;n P (w1;njt1;n)P (t1;n):Ahora, trabajamos sobre esta expresi�on para 
onseguir que utili
e los par�ametros que podemosestimar dire
tamente desde el 
orpus de entrenamiento. Para ello, adem�as de la propiedad delhorizonte limitado (4.14), utilizamos dos suposi
iones m�as a
er
a de las palabras:1. Las etiquetas no son independientes unas de otras, pero las palabras s�� (4.12).2. La identidad de una palabra depende s�olo de su propia etiqueta (4.13).As�� pues, tenemos que: P (w1;njt1;n)P (t1;n) ==  nYi=1P (wijt1;n)!� P (tnjt1;n�1)� P (tn�1jt1;n�2)� : : :� P (t2jt1) = (4.12)=  nYi=1P (wijti)!� P (tnjt1;n�1)� P (tn�1jt1;n�2)� : : :� P (t2jt1) = (4.13)=  nYi=1P (wijti)!� P (tnjtn�1)� P (tn�1jtn�2)� : : :� P (t2jt1) = (4.14)= nYi=1[P (wijti)� P (tijti�1)℄:Por tanto, la e
ua
i�on �nal para determinar la se
uen
ia de etiquetas �optima para una frasedada es t̂1;n = argmaxt1;n P (t1;njw1;n) = argmaxt1;n nYi=1[P (wijti)� P (tijti�1)℄para los etiquetadores basados en bigramas, yt̂1;n = argmaxt1;n P (t1;njw1;n) = argmaxt1;n nYi=1[P (wijti)� P (tijti�2; ti�1)℄para los etiquetadores basados en trigramas. Estos 
�al
ulos son pre
isamente los que realiza elalgoritmo de Viterbi, de tal manera que para disponer de un etiquetador totalmente operativos�olo resta espe
i�
ar de qu�e manera se pueden obtener los par�ametros de fun
ionamiento delHMM subya
ente. La se

i�on anterior presentaba un m�etodo para la estima
i�on de di
hospar�ametros a partir de textos no etiquetados. Ahora nos o
uparemos del dise~no de m�etodos deestima
i�on de par�ametros a partir de textos etiquetados.Retomemos enton
es la idea ini
ial de dise~nar un me
anismo intuitivo para estimar lospar�ametros de nuestro modelo. Dado que en este 
aso partimos de un texto previamenteetiquetado, podemos sugerir que el pro
eso de estima
i�on de las transi
iones entre estados podr��arealizarse en base a unos sen
illos 
�al
ulos de fre
uen
ias relativas. En el 
aso de un modelobasado en bigramas, tendr��amos quep̂(tjjti) = f(tjjti) = C(ti; tj)C(ti) :



88 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)En el 
aso de un modelo basado en trigramas, tendr��amos quep̂(tkjti tj) = f(tkjti tj) = C(ti; tj ; tk)C(ti; tj) :De igual manera, para la estima
i�on de las probabilidades de emisi�on de las palabras, tendr��amosque p̂(wkjtj) = f(wkjtj) = C(wkjtj)C(tj) :Hasta aqu��, lo que ha
emos no es realmente estimar, sino 
onstruir un modelo de maneravisible. Una vez que este modelo est�a preparado, podemos utilizarlo para etiquetar nuevostextos mediante la apli
a
i�on del algoritmo de Viterbi a 
ada una de sus frases, y la idea originalde modelo o
ulto vuelve a tener sentido.Sin embargo, antes de utilizar dire
tamente un modelo 
onstruido a partir de fre
uen
iasrelativas, es ne
esario ha
er la siguiente re
exi�on. Pensemos en un 
aso pr�a
ti
o real, 
omo porejemplo el experimento realizado 
on el 
orpus ITU7. El 
ardinal del juego de etiquetas utilizadoen di
ho experimento es de 373 etiquetas, tal y 
omo puede verse en la se

i�on A.2. Esto noquiere de
ir que una frase de longitud n palabras deba ser etiquetada apli
ando el algoritmo deViterbi sobre un enrejado de 373�n estados, sino m�as bien sobre un enrejado simpli�
ado 
omoel que ve��amos en la �gura 4.7, donde se 
onsideran s�olo las posibles etiquetas de 
ada palabra.Lo que s�� quiere de
ir es que, en el 
aso de un modelo basado en bigramas, la matriz A 
ontendr��a373�373 = 139:129 
eldas, y sin embargo, en el mayor de los 
orpus de entrenamiento utilizadosen di
ho experimento, tan solo se pueden ver 4:037 de esas transi
iones (es de
ir, el 2; 90%), ylas restantes 
eldas quedar��an a 
ero. En el 
aso de un modelo basado en trigramas, la matriz A
ontendr��a 373� 373� 373 = 51:895:117 
eldas, s�olo se pueden llegar a ver 23:119 (el 0; 04%), ylas restantes quedar��an tambi�en a 
ero. Esto es debido al fen�omeno de dispersi�on de los datos8,el 
ual puede provo
ar tambi�en que algunas de esas transi
iones aparez
an 
omo 
andidatas ala hora de etiquetar nuevas frases.As�� pues, teniendo en 
uenta que los enrejados simpli�
ados ya 
ontemplan s�olo unsub
onjunto redu
ido de todos los 
aminos posibles, pare
e muy arriesgado trabajar 
ontransi
iones nulas, 
uyo uso impli
a multipli
a
iones por 
ero que anular��an 
ompletamentetodos los 
aminos que pasen por ellas. Para evitar el problema de las transi
iones nulas, sesuelen utilizar m�etodos de suaviza
i�on9. Estos m�etodos permiten que a partir de muestraspeque~nas se puedan estimar unas probabilidades m�as representativas del 
omportamiento realde la pobla
i�on que estamos estudiando.Una forma de implementar la suaviza
i�on es mediante t�e
ni
as de interpola
i�on lineal.En general, el esquema de suavizado mediante interpola
i�on lineal fun
iona 
omo sigue. Ladistribu
i�on f(x) observada en un 
onjunto de E posibles su
esos se modi�
a a~nadiendo unvalor muy peque~no pro
edente de una distribu
i�on menos espe
���
a q(x) a la 
ual damos unpeso o 
on�anza �. Enton
es, la distribu
i�on de probabilidad que nos interesa se aproxima dela siguiente forma: p̂(x) � f(x) + � q(x)E + � :Y si utilizamos el par�ametro tradi
ional de interpola
i�on � = �E+� , enton
es tambi�en se veri�
ala siguiente aproxima
i�on: p̂(x) � (1� �) f(x)E + � q(x):7International Tele
ommuni
ations Union CCITT Handbook (v�ease la se

i�on 2.1).8Tambi�en denominado fen�omeno de sparse data.9Tambi�en denominados m�etodos de smoothing.



4.4 Las tres preguntas fundamentales al usar un HMM 89Es de
ir, si lo que queremos estimar son las probabilidades de transi
i�on entre estadosde un modelo basado en bigramas, esa distribu
i�on menos espe
���
a ponderada 
on � alinterpolar puede ser la distribu
i�on de probabilidad de los unigramas, esto es, la distribu
i�on deprobabilidad de 
ada etiqueta individualmente10. Por tanto, las probabilidades de los bigramasse pueden aproximar mediantêp(tijti�1) = (1� �) f(tijti�1) + � f(ti)y las de los trigramas mediantep̂(tijti�2 ti�1) = �3 f(tijti�2 ti�1) + �2 f(tijti�1) + �1 f(ti) (4.15)donde todos los pesos �i deben ser no negativos y deben satisfa
er la restri

i�on �1+�2+�3 = 1.A 
ontinua
i�on, y 
entrando ya toda nuestra aten
i�on en el modelo de trigramas, dis
utiremos
�omo elegir los pesos �i de manera �optima.Suavizado lineal �optimo. Un modelo de lenguaje que opere de a
uerdo 
on la e
ua
i�on (4.15)se puede ver realmente 
omo un HMM. La �gura 4.9 muestra un fragmento de este modelo. Eneste punto es importante a
larar la siguiente 
uesti�on. Existe una variante de representa
i�on delos HMM,s que lleva aso
iadas las probabilidades de emisi�on no a un �uni
o estado, sino tantoal estado origen 
omo al estado destino de las transi
iones. Es de
ir, di
has probabilidadesde emisi�on est�an aso
iadas realmente a los ar
os o transi
iones, no a los estados individuales.Algunos autores pre�eren enfo
ar la introdu

i�on a los HMM,s 
omenzando 
on este tipo derepresenta
i�on, ya que el paso de generaliza
i�on desde los HMM,s 
on probabilidades de emisi�onen los ar
os a los HMM,s 
on probabilidades de emisi�on en los estados resulta m�as natural que elpaso inverso. A pesar de esto, nosotros hemos preferido manejar desde el prin
ipio HMM,s 
onprobabilidades de emisi�on en los estados, porque este es el tipo de HMM,s que efe
tivamente seutiliza en la pr�a
ti
a para la etiqueta
i�on de textos, y por tanto es posible estable
er analog��asentre ambos 
on
eptos desde el primer momento.No obstante, el HMM de la �gura 4.9 es un HMM 
on probabilidades de emisi�on en losar
os. O
urre adem�as que en este tipo de HMM,s est�a permitido el uso de transi
iones que noemiten ning�un s��mbolo, sino que simplemente se utilizan para 
ambiar de estado. Este tipo detransi
iones se denominan transi
iones �epsilon o transi
iones va
��as. En la �gura, no apare
enrepresentados los s��mbolos de salida, sino simplemente las probabilidades de 
ada ar
o. Portanto, para distinguir las transi
iones normales de las transi
iones �epsilon, hemos representadoestas �ultimas mediante l��neas dis
ontinuas. As�� pues, saliendo del estado m�as a la izquierda (ti; tj)tenemos tres transi
iones va
��as que van a los pseudo-estados s1(ti; tj), s2(ti; tj) y s3(ti; tj). Lasprobabilidades de estas transi
iones son �1, �2 y �3, respe
tivamente. A 
ontinua
i�on, saliendode 
ada uno de los tres pseudo-estados apare
en N transi
iones. Cada una de ellas 
ondu
e a unestado (tj ; tk), k = 1; 2; : : : ; N , para generar la ter
era etiqueta del trigrama. Las probabilidadesde estas transi
iones son f(tk), f(tkjtj) y f(tkjti tj), k = 1; 2; : : : ; N , respe
tivamente. En la�gura, hemos etiquetado s�olo las transi
iones que entran en los estados (tj ; t1) y (tj; tN ). N�oteseque desde el estado m�as a la izquierda (ti; tj) se puede al
anzar 
ada uno de estos estados atrav�es de tres 
aminos posibles, y que por tanto la probabilidad total de llegar a 
ada estado
oin
ide 
on el 
�al
ulo de la e
ua
i�on (4.15).10Esta f�ormula viene del he
ho de que P (XjY ) = P (X), si X e Y son independientes. Por eso de
imos queP (XjY ) se estima mediante f(XjY ), o en todo 
aso mediante una 
ombina
i�on lineal de f(XjY ) y f(X), siel bigrama Y X apare
e en el 
orpus de entrenamiento, y mediante f(X) si no apare
e, asumiendo la hip�otesisde independen
ia para esos su
esos perdidos. Rigurosamente hablando esto no es 
orre
to, pero 
onstituye unabuena aproxima
i�on de primer orden (
onsiderando la hip�otesis de Markov 
omo una hip�otesis de segundo orden).
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(ti; tj) s2(ti; tj)

s1(ti; tj)
s3(ti; tj)

(tj ; t2)
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Figura 4.9: Fragmento del suavizado lineal de un HMM basado en trigramasPor supuesto, otra forma de ver el problema podr��a ser 
onsiderando el HMM de la �gura 4.9todav��a 
omo un HMM 
on probabilidades de emisi�on en los estados, salvo que ahora es a lospseudo-estados s1(ti; tj), s2(ti; tj) y s3(ti; tj) a los que no se les permite generar ninguna palabra.En 
ualquier 
aso, tenemos que las probabilidades de las transi
iones normales son 
ono
idas,mientras que las de las transi
iones �epsilon, �1, �2 y �3, deben ser determinadas mediante alg�unpro
edimiento. El HMM 
ompleto es desde luego enorme: 
onsta de 4�N2 estados, donde N esel tama~no del 
onjunto de etiquetas utilizado. Pero de a
uerdo 
on la e
ua
i�on (4.15), para un idado, i 2 f1; 2; 3g, todas las probabilidades �i de las transi
iones que van desde el estado m�as ala izquierda (ti; tj) hasta uno de los estados m�as a la dere
ha (tj ; tk) tienen el mismo valor, sea
ual sea la 
ombina
i�on de etiquetas que forma el trigrama ti tj tk. Se di
e enton
es que estasprobabilidades toman valores empatados11 .Pues bien, dado que hemos visto que el modelo de lenguaje al que obede
e la e
ua
i�on (4.15)es un HMM, se puede utilizar el algoritmo de Baum-Wel
h para estimar los valores �i �optimos.Adem�as, 
omo una 
onse
uen
ia favorable de que el algoritmo deba empatar o igualar lasprobabilidades �i, independientemente de a qu�e subparte del HMM pertenez
an, el pro
esode estima
i�on s�olo ne
esita manejar tres 
ontadores, uno para 
ada tipo de transi
i�on �epsilon,del n�umero esperado de ve
es que se 
ruza por una transi
i�on. Para el resto de transi
iones, nose ne
esita estable
er ning�un otro tipo de 
ontador porque de he
ho las probabilidades de esastransi
iones est�an ya �jadas de antemano. Debido a todo esto, se pueden sugerir ideas pr�a
ti
asque dan lugar a 
�al
ulos en este 
aso m�as sen
illos que los del algoritmo de Baum-Wel
h, y quepor tanto simpli�
an a�un m�as la obten
i�on de los �i �optimos [Jelinek 1997, pp. 66-69℄.Pero ahora preferimos 
entrar nuestro inter�es en responder a una importante pregunta: >qu�etipo de datos de entrenamiento deber��amos usar para determinar los pesos �i? Est�a 
laro que nopueden ser los mismos datos sobre los que se 
al
ulan las fre
uen
ias f( j ), porque en ese 
aso lasestima
iones dar��an 
omo resultado �3 = 1 y �1 = �2 = 0. De he
ho, f(tkjti tj) es la estima
i�on11O tambi�en tied values.



4.4 Las tres preguntas fundamentales al usar un HMM 91de m�axima verosimilitud de P (tkjti tj) para los datos de entrenamiento en los que se basa di
hafre
uen
ia f(tkjti tj). Sin embargo, mirando de nuevo la �gura 4.9, se intuye que, de los tres
aminos posibles que 
ondu
en a 
ada uno de los estados m�as a la dere
ha, el HMM ha in
luidoel 
amino superior para poder generar la ter
era etiqueta tk, in
luso aunque el bigrama tj tk nohaya apare
ido en los datos de entrenamiento. Y de manera similar, mediante ese mismo 
aminosuperior y mediante el 
amino 
entral, se ha
e posible la ter
era etiqueta tk, in
luso aunque noexista ninguna o
urren
ia del trigrama ti tj tk. Por tanto se 
on
luye que el 
onjunto total delos datos de entrenamiento debe ser dividido en dos por
iones:1. La primera, mu
ho m�as grande, denominada datos de desarrollo12, se utiliza para estimarlas fre
uen
ias relativas f( j ).2. Una vez que �estas est�an �jadas, la segunda por
i�on de datos, mu
ho m�as peque~na ya quequedan por estimar mu
hos menos par�ametros, se usa para estimar los pesos �i. Estapor
i�on se denomina datos extendidos u o
ultos13.Por supuesto, una vez que se ha realizado este pro
eso, el modelo obtenido se puede mejorar
ombinando ambas por
iones de datos y reestimando las fre
uen
ias f( j ). Esta t�e
ni
a desuavizado lineal se denomina interpola
i�on de borrado14 .La interpola
i�on de borrado se puede realizar tambi�en mediante una elimina
i�on su
esivade 
ada trigrama del 
orpus de entrenamiento, y una posterior estima
i�on de los �i �optimos apartir del resto de n-gramas del 
orpus. Cono
idos los 
ontadores de fre
uen
ias para unigramas,bigramas y trigramas, los pesos �i se pueden determinar e�
ientemente a trav�es del siguientealgoritmo.Algoritmo 4.8 C�al
ulo de los par�ametros �1, �2 y �3 de un esquema de interpola
i�on lineal,
ono
idas las fre
uen
ias de unigramas, bigramas y trigramas, y 
ono
ido N , el tama~no del
orpus de entrenamiento [Brants 2000℄:1. Ini
ializar �1 = �2 = �3 = 0.2. Para 
ada trigrama t1 t2 t3 
on C(t1; t2; t3) > 0, lo
alizar el m�aximo de los tres valoressiguientes y realizar la a

i�on 
orrespondiente:� C(t1;t2;t3)�1C(t1;t2)�1 : in
rementar �3 en C(t1; t2; t3) unidades.� C(t2;t3)�1C(t2)�1 : in
rementar �2 en C(t1; t2; t3) unidades.� C(t3)�1N�1 : in
rementar �1 en C(t1; t2; t3) unidades.3. Normalizar los valores �1, �2 y �3.Abusando un po
o de la nota
i�on, 
on el �n de no 
ompli
ar en ex
eso las e
ua
iones 
on lapresen
ia de tantos sub��ndi
es, hemos denotado el trigrama ti�2 ti�1 ti mediante t1 t2 t3, dondede manera obvia los n�umeros 1, 2 y 3 ha
en referen
ia a la posi
i�on de 
ada etiqueta dentrodel trigrama. Si el denominador de alguna de las expresiones es 0, se de�ne el resultado deesa expresi�on 
omo 0. Restar 1 en este algoritmo es la manera de tener en 
uenta los datos noobservados. Sin esta resta, el modelo efe
tivamente sobreestimar��a los datos de entrenamiento,generando �3 = 1 y �1 = �2 = 0 y produ
iendo peores resultados. 212Development data.13Held-out data.14O tambi�en deleted interpolation.



92 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)Hemos visto que la e
ua
i�on (4.15) propone valores 
onstantes para los par�ametros deinterpola
i�on �1, �2 y �3. Es 
ierto que quiz�as no es una buena idea utilizar siempre los mismosvalores, pero es 
ierto tambi�en que la 
onsidera
i�on de un 
onjunto de valores �i, i 2 f1; 2; 3g,para 
ada posible par de etiquetas eleva mu
h��simo el n�umero de par�ametros del modelo, lo 
ualno s�olo no introdu
e ninguna mejora en rela
i�on 
on el fen�omeno de los datos dispersos, sinoque empeora el problema.No obstante, algunos autores han sugerido que al menos s�� ser��a 
onveniente una agrupa
i�onde los bigramas en un n�umero moderado de 
lases y una posterior estima
i�on de un 
onjuntode valores �i distinto para 
ada 
lase, aunque no queda 
laro 
u�al ser��a un buen 
riterio para lade�ni
i�on de esas 
lases.Brants es quiz�as el �uni
o autor que propor
iona datos 
on
retos sobre diferentes experimentosde agrupa
i�on. Uno de ellos in
lu��a un 
onjunto de valores �i distinto para 
ada fre
uen
ia. Otrade las posibilidades estudiadas fue la de�ni
i�on de dos 
lases, fre
uen
ias altas y fre
uen
iasbajas, a ambos extremos de la es
ala, y la posterior apli
a
i�on de diferentes 
riterios deagrupa
i�on, tambi�en basados en fre
uen
ias, para de�nir las 
lases intermedias. Pero �nalmenteobserv�o que la mayor��a de los resultados eran equivalentes, obteniendo in
luso peores 
ifras
on algunas de las agrupa
iones 
onsideradas. Por esta raz�on, Brants utiliza en su etiquetadorinterpola
i�on lineal independiente del 
ontexto, es de
ir, valores 
onstantes para los par�ametros�i [Brants 2000℄.Otros autores, sin embargo, proponen una redu

i�on del n�umero de par�ametros a estimarmediante la espe
i�
a
i�on de que 
iertos su
esos son absolutamente improbables, es de
ir, tienenprobabilidad 0, lo 
ual permite introdu
ir 
eros estru
turales en el modelo. Efe
tivamente, elhe
ho de ha
er que algunos su
esos no sean posibles, por ejemplo un trigrama formado portres preposi
iones seguidas, a~nade gran 
antidad de estru
tura al modelo, mejora el rendimientodel pro
eso de entrenamiento, y por tanto fa
ilita en gran medida la labor de estima
i�on depar�ametros. Pero esto resulta apropiado s�olo en algunas 
ir
unstan
ias y no 
on espa
ios deestados tan grandes.En 
ualquier 
aso, la interpola
i�on lineal no es la �uni
a manera de enfrentarse al problemade la po
a fre
uen
ia de determinados su
esos en los datos de entrenamiento. Existen otrosm�etodos de estima
i�on que, aunque son tambi�en dependientes del n�umero de ve
es que apare
enlos su
esos en el 
orpus de entrenamiento, no se basan en absoluto en fre
uen
ias relativas.Como 
onse
uen
ia, se han sugerido mu
has f�ormulas que son 
apa
es de asignar probabilidadesdistintas de 
ero a los su
esos no observados, permitiendo as�� ha
er una importante distin
i�onentre este tipo de 
eros no observados, y los 
eros reales que ser��an los 
orrespondientes a lossu
esos efe
tivamente no posibles.Entre todas ellas, la m�as 
ono
ida es la f�ormula de Good-Turing15. La se

i�on 4.5 est�aespe
ialmente dedi
ada al estudio detallado de �esta y otras aproxima
iones, in
luida la quea
tualmente 
omparte el estado del arte 
on la interpola
i�on lineal, en lo que se re�ere altratamiento de datos dispersos dentro del �ambito de los sistemas de etiqueta
i�on: el m�etodode mar
ha atr�as o ba
k-o� 16.15La idea intuitiva del m�etodo de estima
i�on de Good-Turing es que, en lugar de estimar P (X), intentamosestimar P (XjC), donde C es una 
lasi�
a
i�on de su
esos de�nida a priori (en nuestro 
aso, los su
esos X queapare
en en el 
orpus de entrenamiento exa
tamente C ve
es). De esta manera, es m�as sen
illo estimar P (X), yen 
on
reto se puede estimar P (Xj0), que es pre
isamente la probabilidad de los su
esos que no apare
en en el
orpus. En resumen, el m�etodo de Good-Turing 
orrige la estima
i�on de m�axima verosimilitud en base al n�umerode ve
es que algo o
urre en el 
orpus.16La idea general del m�etodo de estima
i�on de mar
ha atr�as o ba
k-o� es 
on�ar en las fre
uen
ias si hay unn�umero su�
iente de apari
iones, utilizar Good-Turing si no lo hay, pero el su
eso est�a todav��a presente, y utilizaruna hip�otesis de menor nivel (
omo el suavizado lineal) si no est�a presente en absoluto. La estima
i�on de menornivel esta basada en la suposi
i�on que hemos visto anteriormente, de que P (XjY ) = P (X) 
uando X e Y sonindependientes.
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i�on 
ombinada mediante m�etodos h��bridosLos etiquetadores basados en HMM,s trabajan bien 
uando se dispone de un 
orpus deentrenamiento su�
ientemente grande. A menudo �este no es el 
aso. Suele o
urrir 
on fre
uen
iaque queremos etiquetar un texto de un dominio espe
ializado donde las probabilidades de emisi�onde las palabras son diferentes de las que se pueden observar en los textos de entrenamiento. Otrasve
es ne
esitamos etiquetar textos de idiomas para los 
uales simplemente no existen 
orporaetiquetados. En estos 
asos, hemos visto anteriormente que se puede utilizar un pro
edimientode estima
i�on no visible o no supervisado a partir de una ini
ializa
i�on pseudo-aleatoria de lospar�ametros del modelo y de la posterior apli
a
i�on del algoritmo de Baum-Wel
h.Los fundamentos te�ori
os sugieren que el algoritmo de Baum-Wel
h debe detenerse 
uandono se puede 
onstruir un modelo que mejore la probabilidad de la se
uen
ia de entrenamientodada. Sin embargo, ha sido demostrado que, para el 
aso de la etiqueta
i�on, este 
riterio amenudo produ
e 
omo resultado un sobreentrenamiento del modelo. Este fen�omeno ha sidoestudiado en profundidad por Elworthy, quien entren�o diferentes HMM,s 
onsiderando una granvariedad de 
ondi
iones de ini
ializa
i�on y de distintos n�umeros de itera
iones [Elworthy 1994℄:� En o
asiones, el pro
eso de entrenamiento se mostraba estable y siempre produ
��a mejorasdel rendimiento despu�es de 
ada itera
i�on, demostrando que el 
riterio probabil��sti
o eraapropiado para esos 
asos.� Pero otras ve
es, la mejora apare
��a s�olo durante algunas itera
iones, normalmente 2 �o 3,y despu�es el pro
eso de entrenamiento no ha
��a m�as que degradar el rendimiento.Esto �ultimo se produ
��a en lo que ini
ialmente se 
onsideraban 
omo los es
enarios t��pi
os deapli
a
i�on de los HMM,s: 
uando se dispone de un di

ionario, pero no se dispone de ning�un
orpus etiquetado. Por tanto, en este tipo de situa
iones, los 
uidados se deben extremar alm�aximo 
on el �n de no sobreentrenar el modelo. Una forma de 
onseguir esto es validar di
homodelo despu�es de 
ada itera
i�on sobre un 
onjunto de datos separado (held-out data), y pararel entrenamiento 
uando el rendimiento empieza a de
re
er.Elworthy tambi�en 
on�rm�o los resultados en
ontrados por Merialdo, que demuestran quesi se dipone ini
ialmente de un 
orpus etiquetado, la apli
a
i�on del algoritmo de Baum-Wel
hpuede degradar el rendimiento ya desde la primera itera
i�on [Merialdo 1994℄. Sin embargo, unape
uliaridad interesante es el he
ho de que si el texto de entrenamiento y el de valida
i�on sonmuy diferentes, unas po
as itera
iones podr��an produ
ir mejoras. Adem�as, esto suele o
urrir
on fre
uen
ia en la pr�a
ti
a, ya que a menudo tenemos que enfrentarnos 
on tipos de textospara los 
uales no se dispone de 
orpora de entrenamiento etiquetados similares. En resumen:� Si existe un texto de entrenamiento su�
ientemente grande y similar a los textos 
on los quese va a trabajar, enton
es se deber��a utilizar un pro
edimiento de estima
ion totalmentevisible o supervisado.� Si no existe ning�un texto de entrenamiento disponible, o si los textos de entrenamientoy valida
i�on son muy diferentes, enton
es se deber��a apli
ar el algoritmo de Baum-Wel
hdurante unas po
as itera
iones.� S�olo se deber��a de apli
ar durante un n�umero grande de itera
iones, 10 �o m�as, 
uando nohay ning�un tipo de informa
i�on l�exi
a disponible.Y en este �ultimo 
aso, no 
abe esperar un buen rendimiento. Esto no se debe a ning�un defe
todel algoritmo de Baum-Wel
h, sino al he
ho de que di
ho algoritmo tan s�olo realiza ajustes delos par�ametros del HMM 
on el �n de maximizar la probabilidad de los datos de entrenamiento.



94 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)Los 
ambios que realiza para redu
ir la entrop��a 
ruzada de esos datos podr��an no estar dea
uerdo 
on nuestro objetivo real, que es el de asignar a las palabras etiquetas pertene
ientes aun 
onjunto prede�nido. Por tanto, esta t�e
ni
a no siempre es 
apaz de optimizar el rendimientopara la tarea parti
ular de la etiqueta
i�on.4.4.3.4 Integra
i�on de di

ionariosUn problema similar al de las transi
iones entre estados o
urre tambi�en 
on las palabras. Enun primer momento podemos pensar que si estamos hablando de entrenamiento puramentesupervisado, las probabilidades de genera
i�on de las palabras son lo �uni
o que s�� se puedeestimar perfe
tamente. Sin embargo, en la pr�a
ti
a, podemos en
ontrarnos 
on palabras queno apare
en en los textos de entrenamiento, pero que quiz�as s�� las tenemos presentes en undi

ionario. Es de
ir, se trata de palabras para las 
uales 
ono
emos sus posibles etiquetas, peroque al no haber sido vistas durante el entrenamiento, no tienen de�nidas sus probabilidades deemisi�on. Una vez m�as, no resulta 
onveniente dejar a 
ero esas probabilidades.Por tanto, se ha
e ne
esario el uso de m�etodos que permitan la 
orre
ta integra
i�onde la informa
i�on aportada por el di

ionario 
on los datos propor
ionados por el texto deentrenamiento. Existen dos m�etodos generales para realizar esta integra
i�on:� M�etodo Adding One de Chur
h. El m�etodo Adding One o m�etodo de sumar unoutiliza el di

ionario 
omo si se tratara de un 
orpus etiquetado, de manera que 
ada unode los pares palabra-etiqueta presentes en el di

ionario apare
e una sola vez en di
ho
orpus [Chur
h 1988℄. Por supuesto, este nuevo 
orpus se utilizar�a s�olo para estimar lasprobabilidades de emisi�on de las palabras, pero no las probabilidades de transi
i�on entreestados, ya que el orden que siguen las palabras y las etiquetas dentro del di

ionario notiene nada que ver 
on el orden que siguen en las frases reales. De esta manera, para todopar (wk; tj) presente en el di

ionario, la probabilidad de emisi�on se estima mediantep̂(wkjtj) = C(wkjtj) + 1C(tj) +Kjdonde Kj es el n�umero de palabras etiquetadas 
on tj que apare
en en el di

ionario,mientras que para el resto de pares palabra-etiqueta que aparez
an en el 
orpus deentrenamiento y no en el di

ionario la estima
i�on se realiza mediante la misma e
ua
i�on,pero sin sumar 1 en el numerador. Intuitivamente, volviendo al ejemplo de las urnas y lasbolas, el m�etodo opera 
omo si todas y 
ada unas de las bolas o palabras del di

ionariofueran 
olo
adas en sus urnas o etiquetas 
orrespondientes una sola vez, 
omo paso previoa la estima
i�on de las probabilidades de emisi�on. Con esto se produ
e el efe
to deseado deque las probabilidades de emisi�on de las palabras del di

ionario no queden a 
ero, in
lusoaunque no hayan apare
ido en el 
orpus de entrenamiento.� M�etodo de Good-Turing. Como ya hemos 
omentado anteriormente, �este es un m�etodode estima
i�on que no est�a basado en fre
uen
ias relativas, pero que tambi�en es 
apaz deasignar probabilidades distintas de 
ero a los su
esos no observados. En este 
ontexto,un su
eso posible pero no observado es 
ualquier par palabra-etiqueta que apare
e en eldi

ionario y no apare
e en el 
orpus de entrenamiento (
ero no observado), mientras queun su
eso no posible es 
ualquier par palabra-etiqueta que no apare
e ni en el di

ionarioni en el 
orpus de entrenamiento (
ero real). La se

i�on 4.5 des
ribe detalladamente laobten
i�on de las f�ormulas de Good-Turing.Es importante re
ordar que uno de nuestros prin
ipales objetivos es 
omprobar de qu�e manerael uso de un di

ionario externo puede ayudar a in
rementar el rendimiento del pro
eso de
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i�on. En el 
ap��tulo 7 se detallan las 
ifras de rendimiento para todos los etiquetadoresque se han evaluado en el presente trabajo. Siempre que ha sido posible, di
ha evalua
i�on se harealizado 
on y sin el uso de di

ionarios externos.4.4.3.5 Tratamiento de palabras des
ono
idasHemos visto anteriormente 
�omo estimar las probabilidades de emisi�on para las palabras queapare
en o bien en el 
orpus, o bien en nuestro di

ionario, o bien en ambos. Pero es seguro queal intentar etiquetar nuevas frases en
ontraremos multitud de palabras que no han apare
idopreviamente en ninguno de esos re
ursos. Hemos visto tambi�en que un 
ono
imiento a prioride la distribu
i�on de etiquetas de una palabra, o al menos de la propor
i�on para la etiquetam�as probable, supone una gran ayuda para la etiqueta
i�on. Esto signi�
a que las palabrasdes
ono
idas son el mayor problema de los etiquetadores, y en la pr�a
ti
a la diferen
ia derendimiento entre unos y otros puede ser debida a la propor
i�on de palabras des
ono
idas y alpro
edimiento de adivina
i�on y tratamiento de las mismas que 
ada etiquetador tenga integrado.La manera m�as simple de enfrentarse a este problema es suponer que toda palabrades
ono
ida puede pertene
er a 
ualquier 
ategor��a gramati
al, o quiz�as a una 
lase de 
ategor��asabiertas, por ejemplo, sustantivos, adjetivos, verbos, et
., pero no preposi
iones, ni art��
ulos, nipronombres, que suponemos que pertene
en a otra 
lase de 
ategor��as 
erradas y que todaslas palabras 
orrespondientes a ellas son 
ono
idas y est�an ya en el di

ionario. Aunque estaaproxima
i�on podr��a ser v�alida en algunos 
asos, en general, el no ha
er uso de la informa
i�onl�exi
a de las palabras (pre�jos, su�jos, et
.) para proponer un 
onjunto m�as limitado de posiblesetiquetas degrada mu
ho el rendimiento de los etiquetadores. Es por ello que existen numerosostrabajos orientados a explorar este tipo de 
ara
ter��sti
as, y mejorar as�� la estima
i�on de lasprobabilidades de emisi�on para las palabras des
ono
idas:� Por ejemplo, Weis
hedel estima las probabilidades de genera
i�on de las palabras en basea tres tipos de informa
i�on: la probabilidad de que una 
ategor��a genere una palabrades
ono
ida17, la probabilidad de que una 
ategor��a genere una palabra 
uya ini
ial esmay�us
ula o min�us
ula, y la probabilidad de genera
i�on de su�jos parti
ulares:p̂(wkjtj) = 1Z P (des
ono
idajtj) P (may�us
ulajtj) P (su�jojtj)donde Z es una 
onstante de normaliza
i�on. Este modelo redu
e la propor
i�on de errorde palabaras des
ono
idas de m�as de un 40% a menos de un 20% [Weis
hedel et al. 1993℄.Charniak propuso un modelo alternativo que utiliza tanto las ra��
es 
omo lossu�jos [Charniak et al. 1993℄.� La mayor parte del trabajo que se realiza en rela
i�on 
on las palabras des
ono
idas asumeque las propiedades 
onsideradas son independientes. Di
ha independen
ia no siempre esuna buena suposi
i�on. Por ejemplo, las palabras en may�us
ulas tienen m�as probabilidadde ser des
ono
idas, y por tanto las propiedades may�us
ula y des
ono
ida del modelo deWeis
hedel no son realmente independientes. Franz desarroll�o un modelo que tiene en
uenta este tipo de dependen
ias [Franz 1996, Franz 1997℄.� A
tualmente, el m�etodo de manejo de palabras des
ono
idas que pare
e ofre
er mejoresresultados para los lenguajes 
exivos es el an�alisis de su�jos mediante aproxima
ionesbasadas en inferen
ias Bayesianas [Samuelsson 1993℄. En este m�etodo, las probabilidadesde las etiquetas propuestas para las palabras no presentes en el di

ionario se eligen en17Esta probabilidad puede ser 
ero para algunas 
ategor��as, 
omo por ejemplo las preposi
iones.



96 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)fun
i�on de las termina
iones de di
has palabras. La distribu
i�on de probabilidad para unsu�jo parti
ular se genera a partir de todas las palabras del 
orpus de entrenamiento que
omparten ese mismo su�jo. El t�ermino su�jo tal y 
omo se utiliza aqu�� signi�
a se
uen
ia�nal de 
ara
teres de una palabra, lo 
ual no 
oin
ide ne
esariamente 
on el signi�
adoling�u��sti
o de su�jo. Por esta raz�on, el m�etodo requiere una de�ni
i�on previa de la longitudm�axima de su�jos que se va a 
onsiderar.Las probabilidades se suavizan mediante un pro
edimiento de abstra

i�on su
esiva. Estopermite 
al
ular P (tjln�m+1; : : : ; ln), la probabilidad de una etiqueta t dadas las �ultimasm letras li de una palabra, a trav�es de una se
uen
ia de 
ontextos m�as generales que omiteun 
ara
ter del su�jo en 
ada itera
i�on, de forma que la suaviza
i�on se lleva a 
abo en basea P (tjln�m+2; : : : ; ln), P (tjln�m+3; : : : ; ln), . . . , P (t). La f�ormula de la re
ursi�on es:P (tjln�i+1; : : : ; ln) = p̂(tjln�i+1; : : : ; ln) + �i P (tjln�i+2; : : : ; ln)1 + �ipara i = m; : : : ; 1, utilizando la estima
i�on de m�axima verosimilitud para un su�jo delongitud i 
al
ulada a partir de las fre
uen
ias del 
orpus de entrenamiento 
omop̂(tjln�i+1; : : : ; ln) = C(t; ln�i+1; : : : ; ln)C(ln�i+1; : : : ; ln) ;utilizando tambi�en unos determinados pesos de suaviza
i�on �i, y utilizando 
omo 
asobase P (t) = p̂(t). Por supuesto, para el modelo de Markov, ne
esitamos las probabilidades
ondi
ionadas inversas P (ln�i+1; : : : ; lnjt), las 
uales se obtienen por la regla de Bayes.Como se puede ver, la de�ni
i�on de este m�etodo no es rigurosa en todos y 
ada uno de susaspe
tos, lo 
ual da lugar a diferentes interpreta
iones a la hora de apli
arlo. Por ejemplo:{ Es ne
esario identi�
ar un buen valor para m, la longitud m�axima utilizada para lossu�jos. Brants elige para su etiquetador el 
riterio de que m depende de 
ada palabraen 
uesti�on [Brants 2000℄, y utiliza para di
ha palabra el su�jo m�as largo de entretodos los que hayan sido observados al menos una vez en el 
orpus de entrenamiento,pero 
omo m�aximo m = 10 
ara
teres.{ Brants utiliza tambi�en una ele

i�on independiente del 
ontexto para los pesos desuaviza
i�on de su�jos �i, al igual que ha
��a 
on los par�ametros de interpola
i�on linealde trigramas �i. Es de
ir, en lugar de 
al
ular los �i tal y 
omo propuso Samuelsson,a partir de la desvia
i�on est�andar de las probabilidades de m�axima verosimilitud delos su�jos, Brants asigna a todos los �i la desvia
i�on est�andar de las probabilidades dem�axima verosimilitud no 
ondi
ionadas de las etiquetas en el 
orpus de entrenamiento:�i = 1s� 1 sXj=1(p̂(tj)� �P )2para todo i = m; : : : ; 1, donde s es el 
ardinal del 
onjunto de etiquetas utilizado, yla media �P se 
al
ula 
omo �P = 1s sXj=1 p̂(tj):{ Otro grado de libertad del m�etodo es el que 
on
ierne a la ele

i�on de las palabras del
orpus de entrenamiento que se utilizan para la extra

i�on de los su�jos. >Deber��amosutilizar todas las palabras, o algunas son m�as ade
uadas que otras? Dado que laspalabras des
ono
idas son probablemente las m�as infre
uentes, se puede argumentar
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uentes del 
orpus 
onstituye unaaproxima
i�on mejor para las palabras des
ono
idas que los su�jos de las palabrasfre
uentes. Brants, por tanto, realiza la extra

i�on de su�jos s�olo sobre aquellaspalabras 
uya fre
uen
ia sea menor o igual que un 
ierto umbral de 
orte, y �ja di
houmbral emp��ri
amente en 10 apari
iones. Adem�as, mantiene dos pruebas de su�josseparadas, en fun
i�on de si la ini
ial de la palabra es may�us
ula o min�us
ula.En general, para las palabras des
ono
idas, P (wjt) = 0 estri
tamente hablando. En 
aso
ontrario, la palabra no ser��a des
ono
ida. Pero tal y 
omo hemos di
ho, una de las prin
ipaleshabilidades que debe in
luir un buen etiquetador es asignar una probabilidad P (wjt) distinta de
ero para las palabras no presentes en el di

ionario. La �uni
a restri

i�on que hay que respetares que, para toda etiqueta t del 
onjunto de etiquetas, deber��a 
umplirseXw P (wjt) = 1; (4.16)sobre todas las palabras w: las 
ono
idas y las, en teor��a, posiblemente des
ono
idas. �Estaes la 
lave del problema, porque impli
a que deber��amos 
ono
er a priori todas las palabrasdes
ono
idas. En la pr�a
ti
a, esto no es as��, y por tanto no 
ono
emos 
ompletamente el 
onjuntode las probabilidades que estamos sumando. Una forma de afrontar el problema es 
onsiderar queno todas las palabras des
ono
idas juegan el mismo papel. Algunas de ellas ser�an efe
tivamentepalabras nuevas para las 
uales queremos probabilidades de emisi�on distintas de 
ero, pero otraspodr��an ser palabras 
on errores ortogr�a�
os para las 
uales queremos probabilidades igual a
ero o, en todo 
aso, las probabilidades de las 
orrespondientes palabras 
orregidas.As�� pues, si el 
onjunto de palabras que van a ser a
eptadas 
omo des
ono
idas es de algunamanera 
ono
ido, enton
es se puede dar un signi�
ado a la probabilidad P (wjt), ya que larestri

i�on (4.16) podr��a ser 
al
ulada y veri�
ada. Si esta restri

i�on se respeta, enton
espodemos elegir la de�ni
i�on de P (wjt) que queramos, y una de�ni
i�on basada en la morfolog��aes, por supuesto, una buena ele

i�on. En otras palabras, de�nir P (wjt) mediante P (su�jo(w)jt)para las palabras des
ono
idas es una buena idea siempre que se 
umpla la restri

i�on (4.16).Para ello, se podr��an 
ombinar las probabilidades de los su�jos 
on las probabilidades deemisi�on de las palabras 
ono
idas, reservando una parte de la masa de probabilidad de �estas�ultimas. Es de
ir, si 
ono
ida la etiqueta t y para toda palabra w del di

ionario,S =Xw P (wjt);donde S < 1, enton
es 1�S ser��a la masa de probabilidad dedi
ada a las palabras des
ono
idas,
ono
ida t. P (su�jojt) deber��a ser una distribu
i�on de probabilidad, de tal forma queXsu�jo P (su�jojt) = 1; (4.17)para toda etiqueta t del 
onjunto de etiquetas utilizado. Y los su�jos deber��an estar
orre
tamente de�nidos, de tal manera que la fun
i�on su�jo(w) fuera una apli
a
i�on. Es de
ir,el su�jo de w deber��a ser �uni
o para 
ada palabra w. De esta forma, P (wjt) se de�ne para laspalabras des
ono
idas 
omo P (wjt) = (1� S)P (su�jo(w)jt);lo 
ual no s�olo es una de�ni
i�on formal, sino tambi�en sensible a las propiedades morfol�ogi
as de
ada palabra. Las di�
ultades, por supuesto, radi
an en la identi�
a
i�on de los su�jos v�alidospara las palabras y en la estima
i�on de un buen valor para S.
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ultos (HMM,s)Tal y 
omo vimos antes, la implementa
i�on que ha
e Brants del m�etodo de Samuelsson nomez
la las probabilidades de los su�jos 
on las probabilidades de las palabras 
ono
idas, y portanto no respeta la restri

i�on (4.16). Sin embargo, di
ho m�etodo 
onstruye un 
onjunto deprobabilidades de emisi�on distinto para 
ada longitud de su�jo, y 
ada uno de esos 
onjuntosveri�
a la restri

i�on (4.17). Como se puede apre
iar, el enfoque es totalmente distinto, pero elm�etodo tambi�en genera probabilidades dire
tamente utilizables por los modelos de Markov.En de�nitiva, el tratamiento de palabras des
ono
idas18 representa el punto m�as d�ebil dela apli
a
i�on de los HMM,s al pro
eso de etiqueta
i�on del lenguaje natural, y no se in
luyenormalmente en el estado del arte de los HMM,s. En esta se

i�on hemos esbozado s�olo algunosde los m�etodos de tratamiento de palabras des
ono
idas que han sido desarrollados e integradosformalmente dentro del mar
o de los HMM,s.4.5 Estima
i�on de probabilidades a partir de 
ontadoresEn las se

iones previas hemos asumido t�a
itamente que las fre
uen
ias relativas de los su
esosson una buena estima
i�on de sus probabilidades. La 
ono
ida ley de los grandes n�umeros nosasegura que hasta 
ierto punto esto es 
ierto. En parti
ular, si X es el 
onjunto de posiblessu
esos al repetir N experimentos distribuidos id�enti
amente, y si CN (x) es el n�umero de ve
esque el su
eso x 2 X fue observado, enton
esP � limN!1 CN (x)N = P (x)� = 1; 8x 2 X ;donde P (x) denota la probabilidad de que un experimento dado d�e 
omo resultado el su
eso x.Ya que nuestra de�ni
i�on de fre
uen
ia relativa f(x) es la propor
i�on CN (x)N , podr��a pare
erque nuestro m�etodo de estima
i�on de P (x) es el mejor posible. Pero tenemos al menos tresproblemas:1. La estima
i�on CN (x)N para una determinada 
antidad �nita N de datos de entrenamientopuede no ser su�
iente.2. En mu
has situa
iones de inter�es, el espa
io de su
esos X no se 
ono
e en toda su totalidad.Es de
ir, el 
onjunto de su
esos que tienen lugar en los datos de entrenamiento puede sers�olo un sub
onjunto de X .3. In
luso 
uando X es 
ono
ido, puede ser tan grande19 que para mu
hos de los x 2 X laprobabilidad verdadera satisfa
e 0 < P (x)� 1N , de manera que el he
ho de que x no hayasido observado en los datos de entrenamiento no impli
a en absoluto que su probabilidaddeba ser 0.Y todav��a podr��an surgir otras mu
has 
uestiones. Por ejemplo, el ter
ero de los problemasanteriores nos lleva a preguntarnos no s�olo si un su
eso no observado deber��a tener probabilidad0 o no, sino tambi�en 
u�anto m�as grande deber��a ser la probabilidad de los su
esos observados unavez respe
to a los no observados ninguna vez, o, en general, si la propor
i�on de las probabilidadesde dos su
esos observados n y m ve
es, respe
tivamente, deber��a ser realmente n=m.En esta se

i�on introdu
iremos primero un m�etodo de estima
i�on de las probabilidadesdeseadas que emplea una aproxima
i�on basada en datos extendidos o held-out data.Posteriormente, una variante de esta aproxima
i�on nos llevar�a a las 
ono
idas f�ormulas deGood-Turing [Chur
h y Gale 1991℄. Y �nalizaremos 
on una expli
a
i�on detallada del m�etodo de18Tambi�en denominado word guessing.19Por ejemplo, el 
onjunto de los posibles trigramas de etiquetas titjtk de un juego de etiquetas dado.



4.5 Estima
i�on de probabilidades a partir de 
ontadores 99estima
i�on de mar
ha atr�as o ba
k-o� [Katz 1987℄, el 
ual 
onstituye la base del fun
ionamientode mu
hos de los modelos a
tuales de pro
esamiento autom�ati
o del lenguaje.4.5.1 M�etodo de estima
i�on mediante held-out dataLa idea b�asi
a. En este m�etodo de estima
i�on, la estrategia a seguir 
onsiste en dividir los datosde entrenamiento X en dos partes [Jelinek y Mer
er 1985℄. La primera parte, llamada D (datosde desarrollo o development data), se usa para re
ole
tar los 
ontadores Cd(x) de los su
esos x.La segunda parte, llamada H (datos extendidos o held-out data), se utilizar�a para estimar lospar�ametros adi
ionales que determinar�an el valor �nal de los p̂(x), nuestras estima
iones de lasprobabilidades P (x). Di
has estima
iones tendr�an la siguiente estru
tura:p̂(x) = ( qi para todo x tal que Cd(x) = i;donde i = 0; 1; : : : ;M;�fd(x) para todo x tal que Cd(x) > M;donde fd(x) = Cd(x)Nd ; (4.18)y donde Nd es el tama~no del 
onjunto de datos D. Los datos de H se utilizar�an para en
ontrarlos valores �optimos de los par�ametros qi y � que satisfagan la normaliza
i�onXx2X p̂(x) = 1: (4.19)La idea intuitiva que subya
e en la e
ua
i�on (4.18) es que todos los su
esos observados elmismo n�umero de ve
es i, 
on i 2 f0; 1; : : : ;Mg, deber��an tener la misma probabilidad. Elsegundo 
aso, 
uando Cd(x) > M , representa la suaviza
i�on. M�as adelante dis
utiremos 
�omoelegir un valor apropiado para el umbral de 
on�anza M .Por el momento, denotemos mediante ni el n�umero de s��mbolos diferentes x 2 X para los
uales Cd(x) = i. Es de
ir, ni = Xx2X Æ(Cd(x); i)donde la expresi�on Æ(a; b) es la fun
i�on de Krone
ker de�nida 
omo:Æ(a; b) = � 1 si a = b;0 en 
aso 
ontrario:Enton
es podemos dar una interpreta
i�on basada en 
lases a la e
ua
i�on (4.18). Un su
eso xpertene
er�a a la 
lase �i si Cd(x) = i, para i 2 f0; 1; : : : ;Mg, y pertene
er�a a la 
lase �M+1 siCd(x) > M . Enton
es p̂(x) = P (�(x))P (xj�(x)) (4.20)donde P (xj�(x)) = ( 1ni si �(x) = �i; donde i = 0; 1; : : : ;M;Cd(x)Pj>M j nj si �(x) = �M+1; (4.21)y utilizaremos los datos de H para estimar las probabilidades de o
upa
i�on P (�i). Por supuesto,qi = P (�i)=ni y � = P (�M+1)Nd=Pj>M j nj .La estima
i�on. Para determinar los valores de m�axima verosimilitud de los qi y de �,ne
esitamos nota
iones adi
ionales. Denotaremos mediante:� Ch(x), el n�umero de ve
es que el s��mbolo x apare
e en H,



100 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)� ri, el n�umero de ve
es que se han visto en H s��mbolos x tales que Cd(x) = i, es de
ir,ri = Xx2X Ch(x) Æ(Cd(x); i);� r�, el n�umero de ve
es que H 
ontiene s��mbolos x tales que Cd(x) > M , es de
ir,r� = Xi>M ri;� jHj, el tama~no total del 
onjunto H, es de
ir,jHj =  MXi=0 ri!+ r�: (4.22)La probabilidad de los datos de H 
al
ulada seg�un la e
ua
i�on (4.18) es enton
es igual aP (H) =  MYi=0(qi)ri! �r� K (4.23)donde K = Yx:Cd(x)>M fd(x)Ch(x):Ahora podemos elegir los valores de qi y � que maximizan la e
ua
i�on (4.23) y mantienen larestri

i�on de la e
ua
i�on (4.19) mediante el m�etodo de los multipli
adores indeterminados deLagrange. Esto es, lo que bus
amos son las solu
iones del siguiente 
onjunto de e
ua
iones:��qj "P (H)� � MXi=1 niqi + �PM!# = 0 j = 0; 1; : : : ;M��� "P (H)� � MXi=1 niqi + �PM!# = 0MXi=1 niqi + �PM = 1 (4.24)donde PM = Xx:Cd(x)>M fd(x) = 1Nd Xi>M i ni:Cal
ulando las derivadas par
iales se sigue querjqj P (H) = �nj; j = 0; 1; : : : ;M;y r�� P (H) = �PMy substituy�endolas en la e
ua
ion (4.24), se obtieneP (H)�   MXi=0 ri!+ r�! = 1:



4.5 Estima
i�on de probabilidades a partir de 
ontadores 101Utilizando la de�ni
i�on (4.22), la solu
i�on �nal esqj = 1nj rjjHj ; j = 0; 1; : : : ;M; (4.25)y � = 1PM r�jHj : (4.26)Es interesante resaltar en parti
ular queq0 = 1n0 r0jHj > 0y que qj+1qj = rj+1rj njnj+1 ; j = 0; 1; : : : ;M;lo 
ual no es igual a (j + 1)=j, el valor que habr��amos obtenido si las probabilidades hubieransido estimadas dire
tamente mediante fre
uen
ias relativas.Ele

i�on del valor deM . Claramente, lo que queremos es que p̂(x) sea una fun
i�on 
re
iente delos 
ontadores Cd(x). Por tanto, debemos elegirM de manera que qj < qj+1 para j = 0; 1; : : : ;M .Esto quiere de
ir que debe veri�
arserj nj+1 < rj+1 nj; j = 0; 1; : : : ;M � 1;y rMnM < Pj>M rjPj>M j nj (M + 1):Utilizando los valores de (4.25) y (4.26), M deber��a ser elegido de forma querMM nM �= Pj>M rjPj>M j nj :Universalidad de la estima
i�on held-out . Para que la estima
i�on de (4.18) 
on valores (4.25)y (4.26) que a
abamos de obtener tenga una apli
abilidad universal sobre el tipo de datos en losque est�a basado el 
onjunto de entrenamiento, s�olo ne
esitamos ha
er uso de la interpreta
i�onde 
lases de las e
ua
iones (4.20) y (4.21) y rees
ribir la f�ormula (4.18) 
omo sigue:p̂(x) = ( �i 1ni para todo x tal que C(x) = i;donde i = 0; 1; : : : ;M;�M+1 C(x)Pi>M i ni para todo x tal que C(x) > M: (4.27)De esta manera, los 
oe�
ientes �i vienen a ser los pesos de un esquema de interpola
i�on deborrado20.Comparando (4.18) y (4.27) obtenemos las siguientes rela
iones:�i = qindi = rijHj ; i = 0; 1; : : : ;M; (4.28)y �M+1 = �Pi>M i ndiNd = r�jHj20Deleted interpolation.



102 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)donde se ha utilizado una d dia
r��ti
a en ndi y Nd para indi
ar que estamos tratando 
onlas 
antidades 
orrespondientes a un 
onjunto parti
ular D. Por tanto, primero utilizamoslos 
ontadores de la parte D para 
al
ular los �i, y una vez que estos valores est�an �jadosmejoramos las estima
iones �nales p̂(x) mediante los 
�al
ulos de la f�ormula (4.27), la 
ual utilizalos 
ontadores C(x) obtenidos no s�olo de la parte D, sino a lo largo de todo el 
orpus deentrenamiento disponible (D [H).4.5.2 M�etodo de estima
i�on de Good-TuringExiste otra f�ormula parti
ular para estimar probabilidades a partir de 
ontadores, que nodepende dire
tamente de una divisi�on del 
orpus de entrenamiento en los 
onjuntos de datosD (development) y H (held-out). Se trata de la estima
i�on de Good-Turing, la 
ual sepuede derivar mediante varios m�etodos. Una de las posibles deriva
iones, la que veremos a
ontinua
i�on, est�a fuertemente rela
ionada 
on el 
on
epto de universalidad que hemos vistoanteriormente [Nadas 1991℄.Primero 
reamos una serie de 
onjuntos pseudo-held-out mediante el m�etodo de dejar unofuera21 [Quenouille 1949, Ney et al. 1995℄. Esto es, 
reamos N pares de 
onjuntos diferentesDj y Hj a partir del 
onjunto de entrenamiento T de tama~no N , simplemente omitiendo 
adauno de los elementos xj de T = fx1; x2; : : : ; xNg. Por tanto, nuestros pares de 
onjuntosdevelopment/held-out ser�an de la forma:Dj = T � xj; Hj = fxjg; j = 1; 2; : : : ; N:Lo que haremos ahora ser�a prede
ir Hj en base a las estima
iones obtenidas a partir de Dj ,y elegiremos nuestros par�ametros de manera que se maximi
e el produ
toNYj=1Pj(Hj) = NYj=1Pj(xj)donde Pj(xj) denota la probabilidad de xj en base a los 
ontadores obtenidos a partir del
onjunto Dj .Sean C(x) y ni los 
ontadores obtenidos a partir del 
onjunto 
ompleto de entrenamiento T .Es de
ir, ni es el n�umero de s��mbolos diferentes x para los 
uales C(x) = i. Denotemos tambi�enmediante Cj(x) el 
ontador de x en Dj , y mediante ri el n�umero de ve
es que se han vistoen la totalidad de los 
onjuntos held-out Hj, j = 1; 2; : : : ; N , s��mbolos x tales que Cj(x) = i.Enton
es, ri = (i+ 1)ni+1: (4.29)En efe
to, siHj = x, enton
es Cj(x) = C(x)�1. Por tanto, si Cj(x) = i enton
es C(x) = i+1. Yadem�as, en T existen ni+1 de esos elementos x, y por tanto existen (i+1)ni+1 valores diferentesde j 2 f1; 2; : : : ; Ng para los 
uales siendo Hj = x se veri�
a que Cj(x) = i, lo 
ual demuestrala 
erteza de la e
ua
i�on (4.29).Dado que en este 
aso jHj = N , obtenemos a partir de (4.25) queqj = nj+1nj j + 1N ; j = 0; 1; : : : ;M: (4.30)El valor de � se obtiene a partir de la normaliza
i�on P p̂(x) = 1. Esto es, a partir deMXj=0 qj nj + �Xj>M jN nj = 121Tambi�en denominado m�etodo leave-one-out.



4.5 Estima
i�on de probabilidades a partir de 
ontadores 103y de (4.30) obtenemos � = Xj>M+1 j njXj>M j nj : (4.31)De esta manera, hemos derivado en (4.30) y (4.31) las 
ono
idas f�ormulas de Good-Turing, y larestri

i�on de monoton��a natural qj�1 < qj requiere ahora la ele

i�on de un umbral de 
on�anzaM que satisfaga: (nj)2 < j + 1j nj�1 nj+1; j = 1; 2; : : : ;M; (4.32)y nM+1nM < Xj>M+1 j njXj>M j nj : (4.33)Queremos llamar ahora la aten
i�on sobre el he
ho de que aunque los n�umeros de apari
i�onnj para j = 1; 2; : : : ;M + 1 son los que realmente se observan en el 
onjunto de datos T , eln�umero n0 es diferente. Este n�umero se in�ere 
omo el tama~no total del espa
io de su
esos X ,que presumiblemente 
ono
emos, menos el tama~no del subespa
io XT observado realmente enT . Es de
ir, n0 = jX j � 1Xi=1 ni:Por ejemplo, si X es el 
onjunto de todos los trigramas de titjtk pertene
ientes a un juego deetiquetas dado de 
ardinal t, enton
es jX j = t3, mientras que XT 
onsistir��a simplemente en el
onjunto de todos los trigramas diferentes observados realmente en los datos de entrenamientoT . Es interesante enton
es desta
ar a partir de la e
ua
i�on (4.30) que la probabilidad total q0 n0asignada por las f�ormulas de Good-Turing a los su
esos no observados es igual a n1=N , estoes, la probabilidad total que ser��a asignada a los su
esos observados una sola vez mediante unaf�ormula de fre
uen
ias relativas.Observamos tambi�en a partir de la e
ua
i�on (4.31) que, en 
ompara
i�on 
on la f�ormula defre
uen
ias relativas, el m�etodo de Good-Turing des
uenta a los su
esos de fre
uen
ia alta la
antidad (M + 1)nM+1Pj>M j nj :De he
ho, la manera en que se dota de probabilidad a los su
esos no observados es a trav�esde una se
uen
ia de fre
uen
ias relativas desplazadas desde los 
ontadores m�as altos a los m�asbajos.Finalmente, dado que M es normalmente un n�umero entero peque~no, es importanteintrodu
ir la f�ormula de optimiza
i�onXj>M j nj = N � MXi=1 i nique indi
a que el sumatorio de la parte izquierda de la igualdad se puede 
al
ular r�apidamentemediante un sumatorio mu
ho m�as sen
illo, el de la parte dere
ha, y una resta posterior.
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ultos (HMM,s)4.5.3 Apli
abilidad de las estima
iones held-out y Good-TuringEst�a 
laro que el m�etodo de estima
i�on de Good-Turing fue dise~nado para situa
iones en las
uales n0 � n1 � n2, es de
ir, para 
asos en los que hay mu
hos su
esos no observados y losdatos apare
en realmente dispersos. De he
ho, la f�ormula (4.30) no es apli
able para j = 0
uando todos los elementos de X han sido observados en los datos de entrenamiento, es de
ir,
uando n0 = 0. Por otra parte, el estimador held-out siempre es apli
able: si n0 = 0, enton
esne
esariamente r0 = 0, pero la f�ormula (4.28) permane
e v�alida. No obstante, es f�a
il in
urriren usos abusivos de este m�etodo, por ejemplo 
uando se 
onsidera un 
onjunto de datos held-outex
esivamente peque~no, o simplemente 
uando la parti
i�on entre los datos de desarrollo y losdatos extendidos no est�a 
orre
tamente balan
eada.En todo 
aso, si el m�etodo de estima
i�on mediante held-out data es siempre v�alido, >por qu�eno lo es el m�etodo de Good-Turing, que ha sido derivado a partir del estimador held-out? Laraz�on es que hemos asumido desde el prin
ipio una 
ierta regularidad en nuestras observa
ionesde su
esos. Suponemos que los su
esos que fueron observados una sola vez son muy raros yperfe
tamente pod��an no haber sido observados en absoluto. O, en general, que los su
esos quefueron observados j+1 ve
es tambi�en pod��an haber sido observados s�olo j ve
es, y esta situa
i�onqueda perfe
tamente representada por los 
�al
ulos del m�etodo de dejar uno fuera, m�as robustosen este sentido. Por supuesto, esto es asumible s�olo para grandes espa
ios de su
esos, dondeadem�as los su
esos son, por as�� de
irlo, an�onimos. Es de
ir, la fre
uen
ia de apari
i�on de unsu
eso no tiene nada que ver 
on la fre
uen
ia de apari
i�on de otro su
eso diferente.Cuando trabajamos 
on modelos de lenguaje basados en trigramas, estamos interesados enprobabilidades de la forma P (tijti�2; ti�1), que, una vez m�as, abusando un po
o de la nota
i�on,y para no 
ompli
ar en ex
eso las e
ua
iones 
on la presen
ia de tantos sub��ndi
es, denotaremosmediante P (t3jt1; t2), donde de manera obvia los n�umeros 1, 2 y 3 ha
en referen
ia a la posi
i�onde 
ada etiqueta dentro del trigrama. En este 
aso, existe una tenta
i�on obvia de utilizar elm�etodo de estima
i�on de Good-Turing dire
tamente, es de
ir, de usar 
ontadores ni(t1; t2) deln�umero de etiquetas diferentes t3 que han seguido al bigrama de etiquetas t1 t2 exa
tamente ive
es en los datos de entrenamiento. Sin embargo, debemos resistir esta tenta
i�on porque enla mayor��a de los 
asos esos 
ontadores podr��an estar basados en datos muy redu
idos. Paramodelos de lenguaje basados en trigramas lo que realmente ne
esitar��amos 
al
ular esP (t3jt1; t2) = PT (t1; t2; t3)Pt03 PT (t1; t2; t03) (4.34)donde s�olo las probabilidades PT ser��an el resultado de una estima
i�on Good-Turing. La f�ormula(4.34) ser��a 
omputa
ionalmente bastante fa
tible, ya que el denominador se puede 
al
ular demanera previa: Xt03 PT (t1; t2; t03) = MXi=0 qi ni(t1; t2) + �N 1Xi=M+1 i ni(t1; t2)donde qi y � vendr��an dados por las e
ua
iones (4.30) y (4.31), respe
tivamente.4.5.4 Mejora de los m�etodos de estima
i�onAmbos m�etodos de estima
i�on, held-out y Good-Turing, est�an basados en la estru
tura (4.18),la 
ual di
e que la probabilidad de 
ada elemento de X deber��a determinarse mediante sufre
uen
ia en el 
onjunto de datos de desarrollo. Pero podr��a o
urrir que tuvi�eramos alg�untipo de informa
i�on disponible que nos permitiera ha
er distin
iones entre elementos 
on lamisma fre
uen
ia de apari
i�on. Chur
h y Gale apuntaron ideas sobre 
�omo se puede ha
er usode esta informa
i�on adi
ional [Chur
h y Gale 1991℄.



4.5 Estima
i�on de probabilidades a partir de 
ontadores 105Supongamos que el espa
io de su
esos X es el 
onjunto de los bigramas de ti tj pertene
ientesa un juego de etiquetas dado. >Existe alguna raz�on para pensar que dos bigramas diferentes,ninguno de los 
uales ha sido observado, puedan tener probabilidades diferentes? He aqu�� unposible argumento: si tanto ti 
omo tj son fre
uentes, enton
es es muy probable que no hayasido simplemente mala suerte el he
ho de que por ejemplo el bigrama ti tj no aparez
a; por otraparte, si ti y tj no son fre
uentes, su no apari
i�on no deber��a impli
ar autom�ati
amente unaalergia entre ellos.Por tanto, una manera de obtener una estima
i�on mejor es 
ategorizar o 
lasi�
ar 
adabigrama ti tj, no s�olo por su fre
uen
ia de apari
i�on, sino tambi�en por su produ
to deprobabilidad p̂(ti) p̂(tj), donde normalmente la estima
i�on p̂(t) = f(t), porque dado que todos losunigramas apare
en, la fre
uen
ia f(t) s�� estar�a basada en datos su�
ientes 
omo para 
onstituiruna estima
i�on pre
isa de esa probabilidad. Sin embargo, no ser�a posible basar las 
ategor��asde su
esos en el valor exa
to p̂(ti) p̂(tj). Es 
ierto que se podr��a realizar una pondera
i�onutilizando una fun
i�on 
ontinua sobre esos valores. Pero en este 
aso nos interesa estable
eruna 
lasi�
a
i�on, de manera que habr�a que parti
ionar el intervalo [0; 1℄ en subintervalos y
lasi�
ar ti tj mediante el subintervalo en el que 
ae p̂(ti) p̂(tj). Chur
h y Gale re
omiendan queesos subintervalos sean logar��tmi
os y que su tama~no exa
to se determine de manera que la 
laseo subintervalo 
orrespondiente 
ontenga un n�umero su�
iente de bigramas diferentes. Resultaintuitivamente obvio que los 
ontadores C(ti; tj) bajos deber��an dividirse en m�as sub
lases quelos 
ontadores altos.Para en
ontrar las f�ormulas de esta estima
i�on mejorada, basta pensar en una interpreta
i�onbasada en 
lases de la estru
tura (4.18), que ya hab��amos presentado en las e
ua
iones (4.20)y (4.21). En esta interpreta
i�on, dos su
esos x e y pertene
��an a una misma 
lase �i, siC(x) = C(y) = i. Pues bien, 
onsiderando de nuevo esta interpreta
i�on, en
ontramos quetodas las e
ua
iones �nales, (4.25) y (4.26) para la estima
i�on held-out, y (4.30) y (4.31) parala estima
i�on Good-Turing, pueden permane
er invariables 
on s�olo de�nir una parti
i�on de
lases � basada en otro 
riterio de 
lasi�
a
i�on diferente [Jelinek 1997, pp. 268-270℄. Es de
ir,
onsiderando una parti
i�on que 
lasi�que un su
eso x mediante un 
riterio m�as a
orde 
on lasideas expuestas en el p�arrafo anterior, y no basado simplemente en los 
ontadores de apari
i�onC(x), las f�ormulas de estima
i�on ya vistas 
ontinuar�an siendo v�alidas y di
has estima
ionesmejorar�an, en la medida en que � agrupe mejor los su
esos.Debido a esto, basta 
ambiar � para apli
ar diferentes 
riterios de 
lasi�
a
i�on, y por tantoexistir�an mu
has posibles mejoras. La siguiente se

i�on presta aten
i�on a la prin
ipal de todasellas: el m�etodo de estima
i�on de mar
ha atr�as o ba
k-o�.4.5.5 M�etodo de estima
i�on ba
k-o�Tal y 
omo hemos apuntado ya desde las primeras se

iones del presente 
ap��tulo, 
ualquierestima
i�on de las probabilidades de un modelo de lenguaje que dependan de una 
ierta historia,es de
ir, no basados simplemente en los unigramas, ne
esariamente sufre el problema de losdatos dispersos. Hasta ahora, hab��amos intentado aliviar este problema mediante interpola
ioneslineales. Por ejemplo, para los trigramas de etiquetas, de�n��amos las probabilidades del modelomediante P (t3jt1; t2) = �3 f(t3jt1; t2) + �2 f(t3jt2) + �1 f(t3) (4.35)donde los pesos �i se estimaban mediante datos held-out. Sin embargo, Katz argument�o que siel 
ontador C(t1; t2; t3) es su�
ientemente grande, enton
es f(t3jt1; t2) es en s�� mismo un 
riteriode 
ategoriza
i�on que porpor
iona una estima
i�on mu
ho mejor de P (t3jt1; t2) que la mostrada



106 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)anteriormente en la e
ua
i�on (4.35) [Katz 1987℄, de manera que el esquemap̂(t3jt1; t2) = 8<: f(t3jt1; t2) si C(t1; t2; t3) � K�QT (t3jt1; t2) si 1 � C(t1; t2; t3) < K�(t1; t2) p̂(t3jt2) en 
aso 
ontrario (4.36)
onstituye una aproxima
i�on superior, una vez que los 
oe�
ientes � y �(t1; t2) hayan sido
onvenientemente elegidos22. En el esquema (4.36), QT (t3jt1; t2) es una fun
i�on de tipoGood-Turing, tal y 
omo veremos m�as adelante, y p̂(t3jt2) es la probabilidad del bigramaestimada mediante un esquema similar:p̂(t3jt2) = 8<: f(t3jt2) si C(t2; t3) � K�0QT (t3jt2) si 1 � C(t2; t3) < K�(t2) f(t3) en 
aso 
ontrario: (4.37)Por lo tanto, la de�ni
i�on de la e
ua
i�on (4.36) es una de�ni
i�on re
ursiva23.>C�omo determinamos las fun
iones QT ? Si el umbral de 
on�anza K fuera in�nito, Katzsugiere que � = 1, y tenemos por de�ni
i�on queQT (t3jt1; t2) = PT (t1; t2; t3)f(t1; t2) (4.38)donde el numerador es la probabilidad Good-Turing obtenida a partir de la 
ole

i�on de
ontadores C(t1; t2; t3) mediante las f�ormulas de la se

i�on 4.5.2. La de�ni
i�on (4.38) de QTno 
onstituye una probabilidad porque no est�a normalizada ade
uadamente, lo 
ual o
urrir��as�olo si f(t1; t2) fuera reemplazado porPt03 PT (t1; t2; t03). No obstante, la f�ormula (4.38) es simpley permite una ele

i�on sen
illa de los 
oe�
ientes � y �. Nos o
uparemos de la normaliza
i�onde los p̂(t3jt1; t2) resultantes al �nal de nuestro desarrollo.Sin embargo, dado que K es �nito (Katz re
omienda K �= 6), los 
�al
ulos son un po
o m�as
omplejos. Nos interesa determinar � de manera que satisfaga el siguiente prin
ipio b�asi
o: laprobabilidad total reservada a todos los trigramas no observados24 deber��a ser n1=N , tal y 
omopres
ribe el m�etodo de Good-Turing 
uando K =1. Enton
es tenemos quen1 = Xt1;t2;t3 Æ(C(t1; t2; t3); 1)y N = Xt1;t2;t3 C(t1; t2; t3):Ahora, mediante la f�ormula (4.30),PT (t1; t2; t3) = qi = ni+1ni i+ 1N ; donde i = C(t1; t2; t3);22Entre otras restri

iones, se les exige que aseguren la normaliza
i�on est�andar de las probabilidades p̂(t3jt1; t2);obs�ervese tambi�en que el 
oe�
iente � es 
onstante, pero el 
oe�
iente � es variable y depende del bigrama t1t2que 
onstituye la historia del trigrama t1t2t3 que se est�a tratando.23En ambos esquemas, (4.35) y (4.36), se asume que f(t1; t2) > 0; si esto no es as��, enton
es en (4.35) el primersumando es 0, mientras que (4.36) simplemente no es apli
able y por de�ni
i�on tenemos que p̂(t3jt1; t2) = p̂(t3jt2),estando este �ultimo t�ermino de�nido por (4.37); n�otese �nalmente que, dado que utilizaremos siempre textosde entrenamiento en los 
uales 
ada etiqueta estar�a siempre presente al menos una vez, f(t3) > 0 para todo t3pertene
iente al juego de etiquetas utilizado.24Nos referimos realmente a la probabilidad de los trigramas, no a la probabilidad 
ondi
ionada de la ter
eraetiqueta dadas las dos primeras.



4.5 Estima
i�on de probabilidades a partir de 
ontadores 107y f(t1; t2; t3) = fi = iN ; donde i = C(t1; t2; t3);y, por tanto, 
onsiderando la restri

i�on P p̂(t1; t2; t3) = 1 y el prin
ipio 
itado anteriormente,la obten
i�on de � es 
omo sigue:1Xi=K fi ni + �K�1Xi=1 qi ni + n1N = 1 ) 1Xi=K iN ni + �K�1Xi=1 ni+1ni i+ 1N ni + n1N = 1 )) 1Xi=K i ni + �K�1Xi=1 ni+1 (i+ 1) + n1 = N ) 1Xi=K i ni + �K�1Xi=1 (i+ 1)ni+1| {z }kKXi=2 i ni
= N � n1| {z }k1Xi=2 i ni )

) � = 1Xi=2 i ni � 1Xi=K i niKXi=2 i ni ) � = K�1Xi=2 i niKXi=2 i ni :Finalmente, para que los p̂(t3jt1; t2) est�en normalizados, es de
ir, para que Pt3 p̂(t3jt1; t2) = 1,�(t1; t2) ha de satisfa
er�(t1; t2) Xt32'0 p̂(t3jt2) = 1� Xt32'K f(t3jt1; t2)� � Xt32'�QT (t3jt1; t2)donde '0 = ft3 : C(t1; t2; t3) = 0g, 'K = ft3 : C(t1; t2; t3) � Kg, y '� = ft3 : 1 � C(t1; t2; t3) <Kg.De manera similar, a partir de las restri

ionesP p̂(t2; t3) = 1 y Pt3 p̂(t3jt2) = 1, es posiblederivar las f�ormulas para 
al
ular el valor de �0 y de �(t2), respe
tivamente, para el esquema(4.37).Di
has f�ormulas apare
en en el resumen que mostramos a 
ontinua
i�on, el 
ual des
ribe denuevo los 
�al
ulos involu
rados en los esquemas (4.36) y (4.37), pero esta vez 
on todos losdetalles que resultan ne
esarios para poder realizar una 
orre
ta implementa
i�on del m�etodo deestima
i�on ba
k-o� a partir de los 
ontadores observados en los datos de entrenamiento. As��pues, de a
uerdo 
on el esquema (4.36), p̂(t3jt1; t2) se de�ne 
omo sigue:� Si C(t1; t2; t3) � K, p̂(t3jt1; t2) = f(t3jt1; t2), dondef(t3jt1; t2) = C(t1; t2; t3)C(t1; t2) :� Si 1 � C(t1; t2; t3) = i < K, p̂(t3jt1; t2) = �QT (t3jt1; t2), donde� = K�1Xj=2 j njKXj=2 j nj



108 Modelos de Markov o
ultos (HMM,s)siendo nj el n�umero de trigramas diferentes 
ualesquiera que han apare
ido j ve
es en losdatos de entrenamiento, y dondeQT (t3jt1; t2) = PT (t1; t2; t3)f(t1; t2) = qif(t1; t2) = ni+1ni i+1N3C(t1;t2)N2siendo N3 y N2 el n�umero total de trigramas y bigramas, respe
tivamente, que han sidoobservados en los datos de entrenamiento.� Si C(t1; t2; t3) = 0, p̂(t3jt1; t2) = �(t1; t2) p̂(t3jt2), donde�(t1; t2) = 1� Xt32'K f(t3jt1; t2)� � Xt32'�QT (t3jt1; t2)Xt32'0 p̂(t3jt2)siendo 'K = ft3 : C(t1; t2; t3) � Kg, '� = ft3 : 1 � C(t1; t2; t3) < Kg y '0 = ft3 :C(t1; t2; t3) = 0g, y donde p̂(t3jt2) viene dado por los 
�al
ulos del esquema (4.37).De a
uerdo 
on el esquema (4.37), p̂(t3jt2) se de�ne 
omo sigue:� Si C(t2; t3) � K, p̂(t3jt2) = f(t3jt2), dondef(t3jt2) = C(t2; t3)C(t2) :� Si 1 � C(t2; t3) = i < K, p̂(t3jt2) = �0QT (t3jt2), donde�0 = K�1Xj=2 j n0jKXj=2 j n0jsiendo n0j el n�umero de bigramas diferentes 
ualesquiera que han apare
ido j ve
es en losdatos de entrenamiento, y dondeQT (t3jt2) = PT (t2; t3)f(t2) = q0if(t2) = n0i+1n0i i+1N2C(t2)N1siendo N2 y N1 el n�umero total de bigramas y unigramas, respe
tivamente, que han sidoobservados en los datos de entrenamiento.� Si C(t2; t3) = 0, p̂(t3jt2) = �(t2) f(t3), donde�(t2) = 1� Xt32'0K f(t3jt2)� �0 Xt32'0�QT (t3jt2)Xt32'00 f(t3)siendo '0K = ft3 : C(t2; t3) � Kg, '0� = ft3 : 1 � C(t2; t3) < Kg y '00 = ft3 : C(t2; t3) =0g, y donde f(t3) = C(t3)N1 .



4.6 Variantes de implementa
i�on de los HMM,s 109Finalmente, queremos desta
ar que aunque el valor del 
oe�
iente K es 
onstante, no tieneporqu�e ser el mismo en ambos esquemas de estima
i�on. Es de
ir, resulta perfe
tamentefa
tible la 
onsidera
i�on de un 
oe�
iente K para el esquema (4.36), y de otro 
oe�
iente K 0distinto para el esquema (4.37). Es m�as, al igual que en el m�etodo de estima
i�on Good-Turing
al
ul�abamos el valor del umbral de 
on�anza M , ambos 
oe�
ientes K y K 0 tambi�en deber��anser 
onvenientemente estimados dire
tamente sobre los datos de entrenamiento mediante lasrestri

iones (4.32) y (4.33), para poder efe
tuar una apli
a
i�on totalmente rigurosa del m�etodode estima
i�on ba
k-o�.4.6 Variantes de implementa
i�on de los HMM,sLas predi

iones 
ondi
ionadas sobre una historia o 
ontexto de gran longitud no son siempre unabuena idea. Por ejemplo, normalmente no existen dependen
ias sint�a
ti
as entre las palabrasque apare
en antes y despu�es de las 
omas. Por tanto, el 
ono
imiento de la etiqueta que apare
eantes de una 
oma no siempre ayuda a determinar 
orre
tamente la que apare
e despu�es. Dehe
ho, ante este tipo de 
asos, un etiquetador basado en trigramas podr��a ha
er predi

ionespeores que otro basado en bigramas, debido una vez m�as al fen�omeno de los datos dispersos25.La t�e
ni
a de interpola
i�on lineal de las probabilidades de los unigramas, bigramas y trigramaspresentada en las se

iones anteriores, y el m�etodo de ba
k-o� que ya hemos des
rito tambi�endetalladamente, son algunas de las aproxima
iones que tratan de paliar este problema, pero noson las �uni
as.Algunos autores han optado por aumentar de manera sele
tiva un modelo de Markov deorden bajo, tomando 
omo base para ello el an�alisis de los errores 
ometidos y alg�un otro tipode 
ono
imiento ling�u��sti
o previo. Por ejemplo, Kupie
 observ�o que un HMM de orden 1se equivo
aba sistem�ati
amente al etiquetar la se
uen
ia de palabras the bottom of 
omoart��
ulo-adjetivo-preposi
i�on. Enton
es extendi�o el modelo 
on una red espe
ial para esta
onstru

i�on, 
on el prop�osito de que el etiquetador pudiera aprender la imposibilidad de queuna preposi
i�on siga a la se
uen
ia art��
ulo-adjetivo [Kupie
 1992℄. En general, este m�etodosele

iona manualmente determinados estados del modelo y aumenta su orden, para 
asos dondela memoria de orden 1 no es su�
iente.Otro m�etodo rela
ionado es el de los Modelos de Markov de memoria variable oVMMM,s26 [S
h�utze y Singer 1994, Trivi~no y Morales 2000℄. Los VMMM,s presentan estadosde diferentes longitudes, en lugar de los estados de longitud �ja de los etiquetadores basadosen bigramas o en trigramas. Un VMMM podr��a transitar desde un estado que re
uerda lasdos �ultimas etiquetas (
orrespondiente, por tanto, a un trigrama) a un estado que re
uerda lastres �ultimas etiquetas (
orrespondiente a un 
uatrigrama) y despu�es a otro estado sin memoria(
orrespondiente a un unigrama). El n�umero de s��mbolos a re
ordar para una determinadase
uen
ia se determina durante el pro
eso de entrenamiento, en base a 
riterios te�ori
os. En
ontraste 
on la interpola
i�on lineal, los VMMM,s 
ondi
ionan la longitud de memoria utilizadadurante la predi

i�on a la se
uen
ia a
tual, en lugar de 
onsiderar una suma ponderada �ja paratodas las se
uen
ias. Los VMMM,s se 
onstruyen 
on estrategias des
endentes mediante m�etodosde divisi�on de estados27. Una posible alternativa es 
onstruirlos 
on estrategias as
endentesmediante m�etodos de fusi�on de modelos28 [Stol
ke y Omohundro 1994, Brants 1998℄.Otra aproxima
i�on que resulta todav��a m�as potente es la 
onstituida por los modelos25Mu
has ve
es, las probabilidades de transi
i�on de los trigramas se estiman en base a su
esos de rara apari
i�on,y por tanto la posibilidad de obtener estima
iones malas es mayor.26Variable Memory Markov Models.27State splitting.28Model merging.
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ultos (HMM,s)de Markov jer�arqui
os no emisores [Ristad y Thomas 1997℄. Mediante la introdu

i�on detransi
iones sin emisiones29, estos modelos pueden alma
enar tambi�en dependen
ias de longitudarbitraria entre los estados.4.7 Otras apli
a
iones de los HMM,sLa teor��a matem�ati
a relativa a los HMM,s fue desarrollada por Baum y sus 
olaboradores a�nales de los a~nos sesenta y prin
ipios de los setenta [Baum et al. 1970℄. Los HMM,s se apli
aronal pro
esamiento de la voz o re
ono
imiento del dis
urso hablado30 en los a~nos setenta porBaker [Baker 1975℄, y por Jelinek y sus 
olegas de IBM [Jelinek et al. 1975, Jelinek 1976℄. Fueposteriormente 
uando los HMM,s se utilizaron para modelizar otros aspe
tos de los lenguajeshumanos, tales 
omo el pro
eso de etiqueta
i�on.Dentro del 
ontexto del re
ono
imiento de voz, existen muy buenas referen
ias sobre losHMM,s y sus algoritmos [Levinson et al. 1983, Charniak 1993, Jelinek 1997℄. Parti
ularmente
ono
idas son tambi�en [Rabiner 1989, Rabiner y Juang 1993℄. Todas ellas estudian en detalletanto los HMM,s 
ontinuos, donde la salida es un valor real, 
omo los HMM,s dis
retosque nosotros hemos 
onsiderado aqu��. Aunque se 
entran en la apli
a
i�on de los HMM,s alre
ono
imiento de voz, resulta tambi�en muy re
omendable su 
onsulta para la obten
i�on dedire
tri
es y de otras mu
has referen
ias a
er
a del desarrollo y uso general de los HMM,s.En este 
ap��tulo, hemos asumido en todo momento que la arquite
tura de nuestro HMMera �ja, y hemos 
entrado la dis
usi�on en torno al problema de la obten
i�on de los par�ametros�optimos para esa arquite
tura. Sin embargo, >
u�al es la forma y el tama~no que deber��amos elegirpara nuestros HMM,s 
uando nos enfrentamos a un nuevo problema? Normalmente, 
omo enel 
aso de la etiqueta
i�on, es la naturaleza del problema la que determina de alguna manera laarquite
tura del modelo. Para 
ir
unstan
ias en las que no es ese el 
aso, existen trabajos queestudian la 
onstru

i�on autom�ati
a de la estru
tura de los HMM,s. Di
hos trabajos se basan enel prin
ipio de intentar en
ontrar el HMM m�as 
ompa
to posible que des
riba ade
uadamentelos datos [Stol
ke y Omohundro 1993℄.Los HMM,s han sido tambi�en ampliamente utilizados en apli
a
iones bioinform�ati
as para elan�alisis de se
uen
ias de genes [Baldi y Brunak 1998, Durbin et al. 1998℄. Es 
ierto que puedepare
er in
re��ble que el manejo de un alfabeto de s�olo 
uatro s��mbolos, las bases nitrogenadasdel ADN, entra~ne grandes di�
ultades, pero la bioinform�ati
a es un dominio perfe
tamenteestable
ido, y en el que efe
tivamente se plantean problemas muy serios que pueden requerir eluso de modeliza
iones 
omplejas.Y quiz�as la apli
a
i�on m�as re
iente de los HMM,s dentro del mar
o del pro
esamiento delenguaje natural es su uso dire
to 
omo motor de b�usqueda en sistemas de re
upera
i�on deinforma
i�on [Miller et al. 1999℄. La idea b�asi
a de esta aproxima
i�on 
onsiste una vez m�as en
onsiderar la uni�on de todas las palabras que apare
en en el 
orpus 
omo el 
onjunto de s��mbolosde salida del modelo, e identi�
ar un estado distinto, en este 
aso no para 
ada etiqueta, sinopara 
ada uno de los posibles me
anismos de genera
i�on de palabras en las 
onsultas: t�erminostem�ati
os, t�erminos dependientes del do
umento, palabras que apare
en fre
uentemente enlas 
onsultas, me
anismos de sinonimia, et
. Posteriormente, se 
onstruye un sen
illo HMMindividual para 
ada do
umento, a trav�es del 
ual se puede 
al
ular la probabilidad de quedi
ho do
umento genere las palabras involu
radas en la 
onsulta que efe
t�ua el usuario. Esaprobabilidad indi
a si el do
umento es relevante o no, y en fun
i�on de ella se estable
e la listaordenada de do
umentos que el sistema muestra al usuario 
omo respuesta a su 
onsulta. Los29Transi
iones entre estados que no emiten ninguna palabra o que, de manera equivalente, emiten la palabrava
��a �.30Spee
h re
ognition.



4.7 Otras apli
a
iones de los HMM,s 111resultados obtenidos 
on esta t�e
ni
a son muy prometedores, y refuerzan la perspe
tiva de quelos HMM,s 
ontin�uan siendo apli
ables in
luso en temas de verdadera a
tualidad 
omo es el dela re
upera
i�on de informa
i�on.


